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ПРЕДЕСЛОВТЕ. 


Созиненй, спещально посватенныхь изложению теори конечныхь. 
разноетей, ненного и въ иностранной катематической литературв; по- 
этому и нала русскаи математическая литература, имбющая „Левшин 
разностиаго исчислев!л“ профеесора Ващенко-Захарченко (Кевъ 1868), 
составленыя главныхъ образомъ по лучшежу трактату разностваго- шечис- 
лен англЁскаго математика Георга Буля (А иеаИзе ош 4не сающаз 
0! Плие Чегепсез Бу @еохое Воде. ТЬиф е@ оп, Тоадоп. Масанао 
зи со, 1880) но можеть назваться Офдною; но я полагаю, что и пред- 
лагаемое иною сочинеше не покажется лишнимь особенно тёиъ, кто. 
подобяо мнЪ, предпочитають оставаться на болфе надежной почеВ ре- 
альныхь вычисленй, чёмъ переходить на рискованную символи- 
чесвихъ вычисленй. Символизмъ, подкупающий въ началв краткостью 
евоихъ вычисленй, при дальнйшень развими чеорш требуеть мно- 
жеетво дополнительныхь разъясневшй и теоремт, отвлекающихь чита- 
теля оть сущности занимающаго вопроса раземотрёвем обстоятельствь, 
относящихея ие къ самому вопросу, во къ искуственному методу, упо- 
требленному для его рёшеня, чрезь что утрачивается главное досто- 
инете этого метода- простота. Кром того чтеше символическихя, 
фориуль, вакъ имбющихь лишь условный смыель, и силу въ изьфот- 
ныхъ предфлахь, съ извфетными ограниченами, требуеть ббльшаго на- 
пряжешя памяти и ббльшей потому гривычки къ нимъ, еще также 
и нотому, что символичесыя формулы, булучи лишь такъ сказать изо- 
бражентемь настоящихь формуль, не могутъ сравниться по яености вы- 
зываемыхь ными представлен! объ отношевшахъ содержащихся въ них 
величинъ съ дЁйствительными фориулами, выражающими этн отноше- 
ня при помощи ипривычныхь измъ знаковь аналитичеекихь операди 
задъ величинами, Къ тому же результаты, полученные нри помощи 
сикволическихь операщ, кажутся намъ екорфе отгаданными, чЁыъ л0- 
хазанкыми, При помощи сичволическихь оперзкий формулы получаются 
безъ остаточнато члена, что представляеть чаето весьма существенный ихЪ 
недостатокъ. По всему этому свяволичесыя фориулы въ нашей Евиг% 


И, 


даются только поелф вылода настоящихь формуль въ томъ елучаВ, 
когда оф ипростотою внЪшняго вида и ев0еоба редлизаци содЪйствують 
запоминанио настоящихь формуль. 

Предлагаемая книга ие есть трактатъ, написанный лля ученыхь и 
обязанный поэтому представлять избранную отрасль науки въ полном» 
ея объемЪ, которого она достигла въ эпоху предшествующую его е0- 
ставленю; такой трудъ мы оставляемъ людямъ болфе насъ сильнымъ 
ъзъ этой отрасли математическаго анализа, да притомъ еднали еще и 
времл для него настулило у насъ на Руси; наше намфрене было— 
предложить учащимся такой куреъ, который содержаль бы обетоятель- 
ное изложене твхъ статей изъ теори конечныхь разностей, воторыя 
уже давно переетали быть достоятемъ однихъ спещалистовъ, съ при- 
бавленемь т®хъ, для которыхь уже наступило время сдёлаться общимъ 
достоннемъ математиковъ, каковы напримВръ способъ нараболическаго 
интерполироваша, дапный Ак, П. Л. Чебышевымъ въ Мётопе заг 
Я6троЙаНоп раг 1а тефойе Чея тпоЧегез сатгбез. З,-Ребегзвоиги 1859, 
или остаточный членъ формулы Маклореня-Эйлера и фунаци Бервулли, 
жадь изслфдоващемь которыхь потрудилиею русь математики Остро- 
градевый и В. Г. Имшенецк!й— Статьи теори конечныхь разностей, не- 
богатыя содержащемъ, мало представаяюныя общаго, не ‘включены въ 
нашь курсъ; такъ что предлагаемнй нами учицимся курсф не далеко 
выходить за предфлы эвзаменныхь требованй програмыь Миниетер- 
ства Народпаго Просвёщешя *), заканчиваясь интегрированемъ сис- 
темъ линейныхь уравненй, какь единствевныхь, которыхъ теор хо- 
рошю разработана, и потому должна войти въ такой курсъ. Еели не- 
смотря на такое ограничене программы, книжка все таки вышла до- 
вольно объемистая, то это произошло оттого, что желаще облегчить 
читазелю изучеще этого куреа, побудило меня входить въ тая по- 
дробности вычисленй, которыя можво было бы предоставить разобрать 
самому читателю при болфе сжатомъ, но за то и менфе легкомь изло- 
жены, Съ тою же цфлью облегченя усвоеши курса въ кониё книги 
вами приложено нфеколько примЪровъ для увражнепа-главнымъ обра- 
зомъ па интегрироваше разностныхь уравненй, заниствованныхь изъ 
книги Буля. 

На сколько въ стремлешн своемъ облегчить учащимся изучене зео- 
Ми вонечныхь разностей я достнгь своей дфли, не миф судить; ко- 
печно, если бы долфе поработать надъ этинъ куреомъ, то можно было 
бы предложить болфе совершенный трудь; но необходимость удфлить 
иреми на разработку также и других преподаваемыхь мною курсовъ, 
за которою не скоро предвидится возможность занятьсн обработкою 
предлагаемаго, побудила меня приступить къ изданию того, что уже 


*) Нетребуемое этими программами отчено зибодочкою въ оглавлени. 


ти. 


сдфлано, чтобы не лишить учёщихся и той помощи, воторую можеть 
оказать имъ моя книга и въ настоящемь своемф вндф. Если окажется 
470 я не ошибея въ этомь, а также что моя книга хотл отчасти `бу- 
деть способствовать появлению въ будущень болфе совершеннаго руко- 
водства потому же предмегу, то это будеть лучшим» вознагражденемь 
за мой трухъ. 

Необходимость самому держать корректуру и притомъ сифшить оено- 
божденемъ шрифта ие мало способствовала наравиВ съ другими 
обстоятельствами тому, что къ сожалёнио эта книга является съ не- 
налымъ числомь опечаток, изъ которыхь занфченныя мною указа- 
ны въ конц книги; мы проенмь читателя во избЪжаню нелоразум$- 
эй исправить ихъ передъ чтенемъ книги соглаено этимъ указанямь 
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ВВЕДЕН\Е. 


1. Пусть и, означаеть нфкоторую функцию независимаго перёмвниа- 


70 2; дадимъ этому независимому перемфиному количеству х прираше- 
я1е №, которое ‘предпохожимь конечнымъ; тогда функц и, получить 


приращен!е тоже конечное, равное разноети изифнепнаго и первоначаль- 
наго ея значение: 


и, 
и потому называемое хонечною разноетью функди в,. Конечная раз- 


ность обозначается при похощи знака А, поставленнато предъ знакохь 
функщи и,, тавимь образомь: Ди,, такъ что, ель, 


Дни ь- и, 


3. Разноеть *) функщи, будучи езма функщей, будеть имфть свою 
разность, которая по отношенню къ первоначальной функщи, будучи 
разностью оть ея разности, называется разностью 2-ю порядка, или во- 
роче виюрою разностью. ПослЪднюю слдовало бы обочналить чрез 
ААи,; но для краткости пишуть ъмЪето этого Д?и,, такъ что елфд. 


А, == ААи, 


Ан, — Ан,. 


3. Разность 2-го порядка, вакъ фупкця х, вообще будеть имфть свою 
разность, когорзя, какъ разность оть разности 2-го порядка, по отноше- 
10 БЪ первоначальной функщи будеть разностью 2-10 порядка и 0боз- 
начается чрезъ ДА*ь,, такъ что слфд. 


23, = А, А? 


+) Эпатеть эконочнаяи для вратьосты часто опускается, когда вёть ифста иехоразу- 


ыъятю, 
Тахоманарииый, Куреъ теорш коечи, рззностей, 


1 


9 


Продолжал эти разсуждени, лойдемь до полями о разноети и-го по- 
рндив данной фувищи, которая будеть разность отъ разности я — 1-го 
порядка и обозпачается чрезь Д”и,, такъ что сльд. 


„1 


„ ри 
А", А" А”, 


4. Предположимь для перваго примфра, зто и, 


2, и 110 в 


тогда ряхъ значенй независимой неремфиной будеть рядъ натураль- 
ныхъ чисеть 


в... 


& соотпфтетвующи рядъ значешй н, будеть рядъ квадратовъ натураль- 
ныхь чисель: 


18, 25, 36, 


Нанитемь въ первомь столбк® значеня 2; во второмъ соотвфуствую- 
зщ значемя функщы м,; въ третьемь первыя разпости, которыя полу- 
чим, вычитая каждое число второго столбца изь слёдующаго числа 
его; въ четвертомъ вторыя разпости, которыя получимь, вычитая ван 
дое число третьяго етолбца изъ елфдующаго числа, его; у наеъ эти числа, 
оважутея равными 2; рояфдегые этого ихъ разности, которыя по отно- 
ешо къ самой функщи и, ==” суть третьи разности, будуть равны 
нулю. Такимь образомъ ми будемъ имфхь тажую таблицу значений не- 
зависимой неремфнной. 2, ея фуваши и, ==2% и ея разностей: 


2 во 
вторая а [0 
вю о. о | 
5 и | 
6,30! 


То обетояи 


льетво, что вторая разпость фунеши 2 есть постоянпая 
величина, нозволлеть эт таблниу продолжить сколь угодно далеко при 


—_з- 


"омощи одного дфйстыя сложешя. Д®йствительно, придавая къ функ- 


зИм м, ея разность Ан,, мы будемъ инЪть и: 


нра, Ам, 


вакъ то слфдуетъ изъ опредфлевия конечной разности функщи; яотому, 
придавая 2 къ 11 мы получимъ слфдующее число этого столбца, т. е. 
яллующее значеме Ли,, именно 13; придавая это чиело въ стояще- 
му рядомъ чиелу 36 втораго столба, получимъ елфдующее число этого 
второго столбца, именно 4%, которое есть квалрать 7; придавая опять 
3 въ 13, подучимь для Да? значе! 15, предавая его къ 49, полу- 
чим для 2? число 64 =8, ит, д. 

5. Тавимъ же образомь составитсл слфдующая таблица кубовъ нату- 
ральныхь чисель и ихъ разностей: 


оое 


Здесь разпость третьяго порядка есть постояниая величина, и слфд. 
разность 4-го порядка есть нуль; поэтому опять можно съ помощию этой 
таблицы продолжать рялъ вубовъ патуральныхь чисель какъ уголпо да- 
леко: прибавляя 6 къ 30, получимъ елфдующее число этого столбца 36; 
прибавляя его къ суолщему слбва оть него чиелу 91, получимь сл5- 
дующее число этого столбца ; прибавляя это число къ стоящему 
<афва чиелу 216, получимь слёдующее чиело этого етолбда 343, кото- 
рое =73. И т. д. 


6. Подобиыя таблицы можно соетавить для какой угодно функ м, 
ть независимой перемфиой 5, получающей какое угодно постоянное 


конечное приращене й: 
* 


2 ", Аи, А?и, 
2 и, Да ди и, АА, — Аи, 
=-+ь Ча Аиди-ти и Идь А Аи АИдь 
#2 а Анри ау Не . : 
РЕ ль . .. . . 


РП Ады ии инь пя Аи АА ни Аи. ры 
2-я | инь 
(нии 


ии аи 


Если окажется, что Д”и, == (-— постоянной, то таблица можеть быть 
продолжена какъ угодно далеко. Въ вамомъ дёлЬ, тавъ какъ А”и, = С 
и 00 овредфленю разноети: 


а А" и, А", 


то 


Ри = а +с, 


—1 = 
д” ии А ии О, 


ит. д; затбнъ найдутся: 


„в — „ 
и А", А" ы,, 


»-2 


А" чь- А”! 


ина — А Ч, 


ит. д, 106% чего найдень: 


ит. д. Чродолжая это, дойдемъ наконецъ до 


Ноно Е ия К Аи 


паи Нея Г Аба › 


ит д, АВ в Аш, Анцири:о.. извбетвы уже изъ предыду- 
щихъ равенствъ. 

7. Подобное обстоятельство всегда ветртится, когда и, будеть дфлая 
функшя оть д степени в. Дйствительно можно показать, что въ этоиъ 
©1732 Д”ч,== С, т. е. постоянной, и слбд. Д"Ни, ==0. Пусть 


дадимь д приращеше #; будемъ имфть: 


пи абе-Ни) -|- в (е--"-|-... На, ера, 


ТБ м, в.,...Ш®, кавъ послёдовательныя производных, отъ м,, бу- 
ДУГЬ полиномы стеценей я—1, я—2,...0 относительно х. Вычитая 


#., найдемъ: 


что будеть уже функшя степени и — 1 относительно =. Слёд. первая 
разность полинома степени н есть полиномъ степени п—1, т.е. на 
единицу нисшей; потому вторая разноеть отъ т0то же полинома и, бу- 
детъ полиномъ степени я — 2, третья степени я— 3, ит. д.; такъ Бабъ 
тавимь образомъ при переход® оть разности какого либо порядка къ 
разности слфдующаго порядка стелень подинома уменьшается на еди- 
ницу, то послЪ я разъ вовторенной операщи взат!я разноети оть по- 
ливома, степень его уменьшится до нуля; откуда и сяфдуеть, что раз- 


6 — 


ность я-го порядка ие будеть содержать 2, а будеть постоянное коли- 
зество, а слЬд. ея разность, т. е. разность ® -|-1-го порядиа даннаго 
полинома, будетъ равна нулю. 

8. Для вефхъ другизъ фупкщИ, какь алгебранческихь, такъ и транецен- 
дентныхь, этого не будеть: ни одна изъ разностей такихь функщй не 
будеть постолиною, какъ бы ни былъ великъ ея порядокъ. Но значешя 
такихъ фуньши, за исключешемь ращоенальныхь дробей, никогда, зо- 
обще говоря, н не могуть быть вычислены точно; обыкновенно вычи- 
еляють дишь извфетное число десятичныхь энаковь этихъ значенй; въ. 
такомъ случаЪ и разности будуть содержать ‘тоже число деентичлыхь 
знаковъ, и можеть случиться, что разноеть иЪкотораго порядка будетъ, 
тъ предфлахь удерживаемыхь дебятичныхь знаковь представлять вое 
тоже самое десятичное число, пока х не выйдеть изъ извфетныхь пре- 
дЪловъ. Въ этомь случа изложенный епособъ продолжен ряда зна- 
ченй функщи есь помощю таблицы ея разностей примфиетен и вь та- 
химъ функщямь--цова п не выйдеть изъ увомивутыхь предфловъ. Для 
того, чтобы не перейти этихъ предфловъ, надобно вычислить значения 
фушаци для нВкоторыхь отдфльно-етолщихъ зпаченй 2 съ помовию- 
хрутихъ прыемовъ, ивир. съ помошию рядовъ: имфи тавя значеня фунв- 
ци и сличая ихъ съ вычисленными при помощи таблицы разпостей, ны 
можемь увидЪть, позволительно-ли считать з разематриваеныхь пред\- 
лахъ значенй х разность я-го порядка постояьною. Такь пользуются’ 
развостями различныхь порядковь для вычисленён таблиць логариомовъ- 
и различныхь другихъ функщи, а тавже астрономическихь таблиць, Но. 
Дая этого надобяо умЪть находить разности различныхь порядковъ. 
дачной функцш и зчаль заковы, которымъ они слфдують, Изелфдоваие 
этихъ законовъ, равно канъ способы находить по данной функщи ев 
разноети разныхь порядковь, а тавже рфшеве обратваго вопроса: но 
лавной разности найти саму фушкдно, и даже еще болфе общаго воиро- 
са: вайти функцио по соотношеню между везависиной персмфной, 
фувкщей и ен разностами различвыхь порлхковъ, равно хажь и подоб- 
иыхъ воиросоръ касательно фупкщй многихь незавиенмыхь перемфи- 
ныхь и составлясть предметь знеорёи хонечныхь разностей. 


ГЛАВА 1 


Основныя теоремы; разноети проетЬьйшижь ФункшИ. 


9. Въ теор вонечпыхь разностей, какъ и въ дифферениальномъ 
иечисленти, есть ифоколько общихь теоремъ, облегчающихь отыскива- 
ше разностей. Такова, 

Теорема ТГ. Придаточная постолиная иечездеть въ резкости. Если 


то 


Дъйствительно 


док ида а, О) наи, Аи, 


ибо С не изифияетея оть изифпешя т па х--й, Это будеть имфть 
место не только тогяз, когда С независить отъ 5, но и тогда, когда 0 
есть перюдинеская функщя отъ и, перодъ которой есть #. Если пайр. 


сель (ии. ее: 


таЪ 4, постояпных въ обывповенномь смыслЪ, то есть величины неза- 
знеящуя отъ я, ийцЬлыя числа, то, неремфнля на 2-й, будемь имфть: 


за [рт ® 
5 (= ^ 


Хаят ( 1 


„ если С оиредфаиется формулою (2), то оно нензмияетел при из- 
ънени 2 ша х--й, & иотому имфетъ харвктеръ постоянной, инока 


— 3 — 


разсматривается епособнымь принимать лишь извфотный рядъ значений, 
разнищихся межлу собою па №. СлБи. такое С’ тоже исчезнеть изъ раз- 
ности той функщи, которая получается изъ другой чреяь придачу та- 
кого 0. 

Теорема И. Постоянный множитель (въ только что объясненномь 
емыслЪ} можеть быть выносимъ за знакь разности. Дфйствительно, если 


то 


что и требовалось доказать. Легко видфть, что эта теорема сираведли- 
ва дли разностей какого угодно порядка. Въ самомь дфдЬ 


ды, = ДДи, = А(А Де) АДУ, 


и вообще 


откуда видно, что разъ теорема эфрна для какого либо порядка разно- 
сти, она бужетъ вЁрна и для слёдующаго. 


Теоремжа ПЛ. Разность алгебраической суммы фуикщй равна тавой 
же алгебраической сумм разноетей сдагаемыхь фунещй. Если 


О, =, —в,, 


то 
бр яеины В, , 
и ся д. 
А. 
а Рдь ина 
(и, и) = 
едит дао бщь ти) 
= Ан. Ди, Аы,, 
т. ©. 


Дб. = Ан, + Ав, Ди,, 


—9- 


что и требовалось доказать. Очевидно зто предложене справедливо и 
для высшихь порядковь разностей, тавъ что вообще: 


АО, ААА", — Аи, 


10. Возьшенъ теперь разность отъ произведен двухъ функций и,.и,. 
По опредфленно разности имфемъ: 


Аи = идаы т чр,; а) 
50 и, „=, -|- Ди,: потому 
Дб ии ед дь А, 


или, окончательно (ибо 9,9, = Ду): 


Ал) =, Дек А (2) 


Точно такще, замфчая, ч10 „= „-- Аз,, получимь изъ (1) и ся$- 


дующую формулу: 
Д(нх) = Ди, Рииь Де, . (3) 


Зозьхемъ теперь разность оть обфихъ чаетей ио правилу, выражае- 
мому этой формулой и похня теореху ИБ мы будемь имёть; 


Жил = Д (Ди, ой Дидье) 
— Ди, к. -- Ани. Да, -- 
- Анд Да Рид А\,, 
т. в. 
Кадр = Ане, Рона. о Ридь а 


Замфчая аналогию съ квадратомь бинома, эту формулу можео 0боб- 
щить такимь образомт: 


Ди) = Али, о, С А” Пири Де, 63 А" Ти, АЗ - | 
о Ата А"... ищи, А", | 


{5 


— Ш — 


тдВ С," обозначаеть ф-тый биномальный коэффищенть, т. е. коэффи- 
щенть К--1-то члена бинома Ньютона, 


Для доказательства вфрности этой формулы для веякаго и, возьмемъ 
разность оть обфихь частей ея, отъ каждаго члена второй —по формуль 
{3); мы будемъ имфты 


дн д 


ии, Аи: ДЕ, 


Ань Д-Р А 


(из) = 


1, 


и ДА 
7 6" ащы А, т... 
бы” иди Ао, 
= 6" "На, мо С А" ти, нары", 


ицыийСА 9» ео 


Е Аида А" 


или, соедипяя сходетвенные члены на основан и свойства бипомиаль- 
ныхь коэффищентовъ, выражаемаго формулою: 


окончательно: 


д”Н 


Фр = ДН на, С" Ани А, ОИ д" ВА, 
-.. И, 


и А. 


что получается изъ (5) чрезь перемфиу я ва в--1, откуда слфдуеть, 
что формула (5) вБряа дхи порядка л -- 1-го, какъ скоро опа, вЪрна для 
порядка я; но она вфрыа для в==1, для я==2, елфд. вфриа для вея- 
каго я. Эта формула предетавляеть польфйшую аналогю съ форхулою 
Лейбница въ дифференщальномъ исвиелени. 

11. Изь предыдущаго легко вывести разноеть отъ дроби. Пусть 


а} 


отсюда инфемъ: 


5) Чи, 


и — 


взявъ разность оть обфихь частей-—оть первой по формул (5) пред- 
$, буденъ имвты 


(8) у, Рау, = Ди,; 


отсюда, 


4) 


формула аналогичная дифференщалу дроби. — Для получешя разности 
п-го порядка беремь оть (2) ве разности хо этого порндка вклю- 
чителью но формул (5) иред. & получимь систему уравненй вида: 


У, ОТ Ади Да, РА" он, АЗ, 


НА аа А, Роны Ау, = А”, 


гяЪ поелфдовалельно т=1, 2, 3,...ю; рёшая эту сметему уравневй 
и (2), подучимъ ил основанш теори опредЪлителей; 


0 0 9 0 и, 
де аи 0 0 . 0 Ди, 
д%, Дель бы о .0 Ач, 
2%. Дърь Авда бщые © 20 ды, 


а Аваль А 
ыа, 


= 
Ру би Аби-ьА 


формула, представляющая большую аналомю сх соотьфтетвенной фо] 
лой дифференщальнаго исчисления (см. Нойе, Сошз Ааа узе шбвив- 
эиша], 1, Т-ег р. 225). 


(5) 


А 


“х 
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13. Довазавъ обшИя теоремы, переходим къ разсмотрфн!о конечных 
разностей различныхь порядковъ простфйшихь фунёцИ, Въ дифферев- 
цальномь нечиедеви изъ авгебраическихь фузвкцй за проетфйшую ири- 
низають степевь независимой перемфнной, производися которой опять 
будеть стешень помноженная на постонниую, имевио ва прежняго по- 
вазателя; но уже первая разность степени будеть не степень, а поли- 
номъ, и слд. болфе сложная функщя, чфмъ лервоначальпая. Дфйстви- 
зелько: 


Да (8 В)" = 


р — Пон „ 
зи т И. и 


Степени въ дифференшальномъ ночяслени въ теори конечныхь раз- 
лостей отвфчаетъ другая дфлал функшя-— именно фудкце 


ж—Юе—2)...#—в— ПИ, 


состоящан изъ произведевя миожителей не раввыхъ между собою, какъ 
въ степени, по образующихь убывающую ариеметическую прогресёю съ, 
разностью # и первымь членомъ х. Для этой функц!и введено пазване 
фактооль и особое обозначеше аналогичное степени, именно 


[0 а аи) (а)... —в-— 08. 


Если № 


1, то фавторьль обозначается проще тажз: 
(2) а (2-12)... —и-— 1}. 
Для и ==0 условились принимать: 
8) т, 

4 2-1, 
что необходимо замфтить для дальнфЯшато. 


Отрицательнымь степеняиь х будеть соотвзтотвовать другая фучкщя 
факторэльная, именно: 


. {—н 1) 1 
& ы ое. ВЕ’ 


в. {-") 1 
©) ы рога 
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числитель которой есть единица, & знаменатель произведеве членовъ 
возрастающей арнометической прогресези, первый членъ которой есть х, 
& знаменатель №. 

13. Найденъ разноеть оть подожительнаго факторэля Е 
дЪленю разности будемь низть: 


". По опре- 


Да == 1)... — в — 29] 
—В(е—№)...[#—ш— ПВ] 

2—1) (5—2)... в— (в -— ЭВ [— в 1} 
=2(2—№)(%—20)...[х — (т — 2] ий; 


о ира", а) 


Да 


— формула совершенно аналогичная дифференцалу стевеви. 
34. По опредВлентю разности второго и выешихь порядковъ и’ по 
ПП теорех $ 9 имфемъ далве: 


даа тб — Пр", (2) 
и вообще 
д тт 1)... (в ФЕ д -, (8) 


Тавкъ какъ факторель цфлая функщя х степени в, то по $7 6у- 
деть Л"4” == постолнному, и дФйствительно по фориулб (3), пода- 
тая ф==ж, въ веду (3) $ 12 мы будемъ имёть: 


АтА"И = ит 1...3. 2.1". (4) 


15. Подобныхь образомъь для отрицательнаго факторная будемъ 
имфть по опредфленю разноети: 


т 


и- _ 
м оо 2ь), е--ым) 
ЗО 
ааа)... +в) 
ОО [ 1 Н- 
те... а+т— 1%) Е # 
1 
—я 


РОО). витает 


т. ©. 


{1) ат" = — и "т, 


—-формула аналогичная дифференщалу отрицательной степени. 
Веря разность оть только-что полученнаго результата, будемь инфы: 


43) ды = тт Бр", 
и вообще 
<3) д" = (— ца -- О... в ЕЕ". 


Эта формула, равно какъ и (3) предыхущаго $, папиеанныя обобщая 
полученныя выше результаты, докажутся по снособу заключешя отъ 
в къ я, 

16. Всякую пкфлую функц х, или полиножь, можно разложить по 
положительнымъ фавторюлямъ, и тогда легко найдутен разноети его 
какого угодно поридкя па основани теоремы ПТ 8 9 и форкуль $ 14. 
ДЬйствительно, пусть: 


я-а 
1) ая ао" и" "аа" Н.К, ая-Ра,: 
мохио ноложитЕ: 

р и» и ай ох 
2) а, Аа А, а... АЙ Аа, 


тЪ самонъ ль, если раскрыть факторэли второй части и раеполо- 
жить результать по степень х, то мы получимь похипомь стеневи 
3; сличая коэффищенты прь одинаковыхь степеняхъ въ этомъ поли- 
зом и въ данпомъ, нолучимь я-Р1 линейныхь относительно козф- 
фищептовь Ло, 4:...4, уравнешй тавого вида: въ первое изь пихъ 
войдеть лип, А„„ во второе кромф того 4„_,, въ третье сверхъ этих 
Ану, ит. д. въ важдое уравнеше будеть эходить по новому неопре- 
лЪльнному коэффищенту, и наконень въ поелёднее войдуть веВ они 
до Ао включительно; опредёлитель такой системы уравненй, приводясь 
въ главному члену, не равенъ нулю; потому для 4, 4;.,.4, мы по- 
лучимЪ величины конечных и опредЪленныя. Убфдивагиеь въ возможности 
тавого разложешя даннаго полинома по факторюлямъ, мы легко можемъ 
получить для коэффищентовь его простых формулы, Для этого возь- 
‘мемъ послфдовательно ве разности отъ обзихь чаетей рапенства (2) 
и въ заждомь полученномъ равенств® воложимъ зат6иь х==0; тогда 
во второй части оетанется тольБо одинъ членъ. ДЪйетвительно, если 
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возьуемъ. разность порядкя #, то веф члены начиная съ содержавии- 
10 А, ти до послфдняго, обратятся въ нули, ибо #—— порядокъ. раз- 
ности выше степеней входаящихь въ эти члены факторэлей; члены-же 
предиествующие содержащеиу А,, обратятся въ нуль, когда положимь 
х=0 послф взяця изъ разностей, ибо послфдшя веф будуть содер- 
жать х множителехь, Поэтому будемъ инфть вообще тавя равенства: 


Аи = А, т! й”. 


.8...т) откуда найдемъ: 


Ат. @) 


А, С 
эй 


Вноея это для т=0,1,2,8...пв (и принимая До =щ} въ на- 
шу формулу (2), которую мы для краткости наниемь так 


у да", (4) 


о 


мы будемь инфть некомое разложешще полинома по факторюламъ: 
ГА” ев 
и, Уи". (5) 


т! 


17. Приложимъ эту общую формулу къ разложенно стелени 2", по 
факторюляиь: полагая въ ней и, = 2”. ны будемъ инфть: 


{0 


(2) 


Входяийн вЪ эту послфдеюю формулу величины 


А”о* (3) 
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называются числами Бринклея; входяпёя въ предыдущую формулу (1) 
отливы оть нихъ; во заствыхл 


(4) 


тождественны имь, какъ это мы увилимъ въ $ 30, ть будегь дань 
проетой сноеобъ для ихъ вычиелени. 
13. Беря оть (5) 3 16 разность порядка №, будемъ имфть: 


а) д\=У А ип)... ва”, 
и от !ь 
или сокразиая: 
 А”ш око 
@ я , 
т 


формула, которая продставляеть разложене Л’и, по фанторюлянь по 
формул (5) 8 16, какъ и должно было ожидать. 
Беря для примфра разность отЪ (1) $ 17, будемь имть: 


® дья 
8 оть (2): 

ьз т до" в 
в А =Ды-и 


19. Разность отъ дробной функц, когда знаменатель ея есть фак- 
торьль, находится также хегко, каковъ бы ни быль порядоБъ раз- 
вости. Пуеть дана фувкшя 


[в 


гдВ и, полиномь степени и. Разлатая его по факторвлямъ съ помощю 
формулы (5) $ 16, будемь имфть: 


{2) 


и - 


Еели р<.и, то въ этомъ разложени о, ветрьтятоя члены трехъ ти- 
повъ: перваго типа будуть т, для которыхЪ т < р; второго одинъ 
членъ, для котораго в==р; и трегьяго —тЪ, для воторыхь ш > р: 
если р> и, то будуть только члены третьаго тина; потому, чтобы 
выфть дло съ членами веёхъ трехъ тиловъ, мы предположимь рп. 
Собирая въ отафльныя суммы члены каждаго типе, мы будемь лмёть: 


© 1 
чт 
рт] 
{3) 
279 | 
В” 
ы 2 
Легко видЪть, что по сокращени будеть: 
то Е - Е 
2 шбт) бт... вр)’ 
Богда т < р, и 
Ро | 
= (2—2) (#—р- РА... в-т— 1), (5) 
2 
хогда ш> р. Полагая въ (4) 
д—р—Ш-=у, (6) 


мы будемь имфть 
хуи, 


р 


и слБдовательно: 
Ро 1 


27” жУ+у.. 


полатая въ (5) 
д—т-==8, 


Тваомонаричей, Куроь твори повечи. разностей. 


дурят} 


откуда 


ве, 


и сяфдовательно 
бт №, 
будемь нить: 


(и:5) 
а 


А ии 
(9) яр —Ю...@-и р о. 


Подставляя изъ (7) и (9) въ (3), мы дадимъ разложению фунвши 9, 
такой вядь: 


Ато Ге 
лм 


[6 


А”ю 2-2 


В 
‹ „аа 


Такъ какъ Дх-== Ду== Др==, (ибо %; у, # раздизаются на посто- 
янныя), то по формуламь (3) $ 14 и (3) 8 15 получииъ отсюда: 


ри А” 


: п 3 (т ртр... (и . *) 
перьн "№ 


Внося сюда выфсто уи 2 ихь значешя изь (6) и (8), получиыь 
окончательно: 


*) Изъ чаеловъ третьей суимы первые & будуть ныбть разность №-го порндва —0, 
ибо ихъ стецени ниже &. 
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аи 
ид т--1).. (и Перу 
= 
5 А 
рр Фи—р— 1)... (ира 29° 
перН-т” 


20. Еели дана ращональная дробь, знаменатель которой не имфеть 
вратныхь корней, то можно найти разность какого угодно по- 
радва. ДЬйетвительно, въ этомъ случаф разлагая дробь на простфйнця, 
мы приведенъ ее къ сумм цфлой функц, кохорая въ частныхь слу- 
чаяхь можеть быть постоянной и даже нудемъ, и дробей вида: 


хть которыхь легко взять разность любого порядка #. ДЪйствительно 


дев); о 


<яфдовательно по формуль (3) $ 15: 


д ( А 2 (ааа — а. ©) 


Если же зваменатель будеть содержать кратные мвожители, то раз- 
дожен на частных дроби не упростить дфла. Дъйствительно, 


( А ) А А А[(е—а"—@—а--в)"] 

2—в)") бан в" (ха а о-в 

— пА м-та #1 „2 мл; 
его" [. ат ея +... =} 


ках видимъ уже первая разность такой дроби представляеть дробь 
другого болфе сложнаго типа. Въ этомь случаЪ лучше числителя и 
знаменателя разложить по фажторэлямь и брать затЪиъ разность оть 
представленной въ такомъ видЪ дробной функщи по общимь форыу- 
ламъ для разностей оть дроби, выведевнымъ въ $11 [формтлы (4) и (5)]. 

21. Легко найти первую разность оть дроби, которой чиелитель есть 


постоянное, а знаменатель функианаленый факторэль, то есть состоитъ 
* 


©) 
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изъ произведен я значен! фунвши для значенй х, образующихь воз 
ростающую (въ нашенъ случаВ) ариометическую прогрессю съ раз- 
ностью №, именно функди: 


(1) 
Д»йствительно, 
А 
До. Е — 
Фаберыоборв бит бять 
А 1 1 
° | зоезиныс.] 
абы бе | бы = бы 


7 
Зы ъ, |" 
а ел т бий | 
Если и, ==ах--, гдва и 6 постоянный, то 


а(х-Н ий) 55 — (аз Нат, 


и лотону въ тавомъ случа будетъ 


_ вла 


8) Ди, 
рр: 


зона 


т. е. дробью того же типа; а потому и разности выешато порядка 6бу- 
ДУТЬ ТОГО же тила, и чрезь повторенное примфнеше формулы (3) вт, 
этомъ слузаВ мы легко дойдемъ до такой общей формулы: 


1 ни. ара, 
ба ря 


{) Д*о, == ( 


22. Разности радикальныхь функшй ие предетавляютея простыми 
формулами. Гавнымь образомъ только для небольшого числа хранс- 
тездевктвыхь фучкшй имЗются простыя облуя формулы для ихъ раз- 
ностей. ПростЬймимъ образомъ выражаются разности какого либо по- 
радка повазательной фуякци. По опредёленйо- разности имфемь 


(1 Да 


а =“ —1), 


откуда видимъ, что для получения разности функц д’ надобно саму 
функцию умножить на поетоянное количество &^— 1. Такь какь по- 
стоянный множитель фунвщи въ ея разности сохраняется, то будеть 


— эм -— 


а Даа — Пе; ® 


отсюда, обобщал, получаень такую формулу 
д" —1), ®) 


которая доважетея по способу заключешя от ж ЕЪ #-|-1. 
23. Возъмемь теперь развость отЪ 1035. Но ояредфлевию ея имфемы: 


Дога ==1082--1) —Ю5х [= ^) (1 | >): () 


Разлагья зъ зоолвдвемъ ея выражения т ( 1 +5) върядъ по сте- 
% 


й 
иеняиъ -_, получки: 


Га ив 
Др о-в (2) 


откуда видно, что при л очень большонъ и й доетаточно маломь съ 
достаточнымь приближенем» можно принять 


дюз 1 . @) 


Перемвняя х вв х-Р А въ формул нами получевной: 


Аз = (Е ) (4) 


и вычитая ее изъ имфЮщЩаго получиться такимъ образомь результата, 
получимъ: 


&-- % ©) 


К. 

З1ех — 

АЗ и( е-Е В 
или, преобразуя и разлагая въ рядъ: 


'АЗозх == 1051 м. т и +... 
ы ФЕВ) Це-Еь 8 ЕЕ) 1 


откуда видно, что при очень большомь х и достаточно маломъ й мож- 
по вторую разность считать за нуль. На этомъ обстоятельствь осно- 
вывается обывновенный способь отысвиваютя логариемовь чисель изЪ 


— 2 


чаблиць при помощи „пропорщоналеныхь частей“ (раг!ез ргорогопа!е). 
ДЬйствительно, принимая въ (3) Ъ==1, будемь имфть: 


109(#-—- 1) — 052 == 5} 


дфля (3) ва это послднее равенство, посл замфны /Л!юбх его зна- 
чавемъ буденъ имфть: 


(в) 


105(#-- В) — 1082 _ №. 
оз Т) — ю# 1 


или еще общиБе, написавь #’ выфого № въ (3) и дфля новый ре- 


зультать на прежий; 


1оза-Е#') — юз __ №. 
ове--) оз № 


(7 


Подобно тому, кавь мы получили формулу (5) можно посл дователь- 
но получить выражевя разностей 3-го, 4-го ит.д. порядковъ отЪ 10577; 
хо тёмь ше способомь можно получить и зыражеше фазноети ва- 
хого либо порядка оть 102и,, РДВ и, какая угодно функщя д, чрезь 
рилъ носяфдовалельныхь значений ея, что мы и сдёлаемъ въ слёдующемъ 8. 

24. Мы находимъ послфдовательно: 


южи )— ое [= |. 
в дви, вби д пов ив (=); 
2) Ао, =" ме (в) в (* ; 
Не * ( я 
дав неа( чи [ее ") 
в) бое) (м4) 
— 108 ен . 
(маи, 


Законъ выражения разности юн, разяичныхь порядковъ чрезь рядъ 
посл довательныхь знаЧенй функща и, уже доетаточно обнаружился, 
чтобы можно было, обобщая, валиеать слёдующую форнулу: 


и 
ыыы) |. Й 
: 


нь. (Ия 


Д” оды, = 108. 
ив Е) 


гдВ (С обозначаеть #-ый биномальный воэффищентъ. Предыдущя фор- 
мулы получаютея изъ этой, полагая и=1,2,3; остается сл№дова- 
тельно для доказательства этой формулы (4} показать, что она вфриа, 
для слёдующаго порядка, т. е. «1-го, еехи она вфрня для я-го по- 
радка. Для этого перемёнимь х на х--В въ (4), что дасть: 


с С 
ч, . (и. )® (и, )* 
Доби, в == 105 НРА = а ы |: 


ыы 


вычитая отсюда (4), получимь: 


= ев: быайй беты ТО 
ДА” Юби, =105— а с р, 
ыы ®.. 
но 
са+е=а", 
потому окончательно: 
К , т 
зе (я ЕЕ 
д” ди, = 108 Маре - ты с" 


д ыы) ® 


— что получается изъ (4} чрезь перемфяу яна в--Т; сабдовательно, 
формула (4) доказана, 

95. Что касается до тригонометрическихь функ, то изъ нихъ толь- 
ко для разноети эп(ах-$) и с0(а2--5) ихфютея простыл формулы 
для всякаго порядка. Въ самомъ дл по опредфленню разностей 


Азщаз-Е 5) == ящ(аз -Рав--) — ч(ах- В) = 


—_ эз(ша-НЫН) 1 в, 


о (и 


4 — 
Эта формула аналогичяа дифферевщалу (ах -|- 5). въ который и 


в 
переходить лри безконечно-меломь №, ибо тогда вз(ш-нь-- бу- 


_ ай 
деть безковечно-мало отяичатьея отъ с93(ял ---5), & 2 == а. 


на безконечно-малую выещаго порядва оть ой == ах. Полученную фор- 
зулу можно еще такъ представить: 


© даша 5) == авт ва (д-р Е, 
2 2 


. я 
[ибо т (+) - = Эта формула ноказываеть, что разность отЪ 


: ‚ вх 
э(ах-- 5) получится, когда дугз дадимъь приращеяе мя, и за- 
а. 
з 

Тавъ какъ постоленый множитель въ разиости сохранястся, то беря 
оть (2) посяфдовательныя разности по тому же правилу, ириходимъ 


въ такой общей формул: 


тЬмь умножниь результать на 291 


О д’звщае--ь) (= у 6 ие). 
26. Подобнымъ образомь находим: 

д Деов(а»--5) Эт р зо (= Нь-- *) : 

или 

(2) доощах-ЕВ) = Эн 1 оз (= 5 


— 514] и вообще: 


[ибо 605 ( == 3 


(3) Д”сов(а2 Е) (= ео (= |ь- "я. 


27. Для (ах--5) к прочихь тригонометрическихь фувешй и обретныхь 
ны круговыхь, общихь формуль теория конечныхь разностей не пред- 


— 95 — 


лагаеть по ижъ сложности, и потому въ случа, когда разности та- 
кихъ фунЕшй потребуется найти, надобно вычислять ихъ послёдова- 
тельно, исходя изъ самаго опредфлевшя разности. Такъ, наприм#рь, 
если и, =, буден имфть: 


Дав --Ь) — ще ие], @) 
или 
зшй 
Ав — созаеов (я Е В) * ©) 


— формула аналогичная дифферекщалу 25, съ тою разницею, что въ 
знаменатель вифето квадрата совх входить его второй фавторэль т.е. 
произведене на с05(х--й), и вифото А его вш.— Вторая разность отъ 
1х можеть быть выражена, равно какь и слздуюния, чрезь одинъ 
оть ряда значенйй дуги, развящихся оть х на вратное А. Дфйствительно 


Дня = В ДИах (а -- 1) = 
= ый. [9 -- уе -- №) визе +] = 
вере 2) -— =] 
= вебе Н БП -- ваве-- 2) = 
5 Ве) 5 виа - ы@-Е 21). 


Такъ можно идти и далфе, но результаты будуть получаться 506 
сложнфе и еложиъе. 
28, Еще привохимъ слдующия‘ разности: 


+ 1 6082 — с05(2-- й) 
<03(%--#) — с0вх 6052003(х-- #) 


й й 
25т 2 зт (+ 3) 


возле РВ) 


Дзесх 


(1) 


= дакене = ато (я Ей) — ага == 
{2) 


А 
печ раеЧЕИ" 


ГЛАВА И, 


Общие законы разноетей. Соотношеня между раз- 
ностями и производными. 


29. Формула (4) $ 24 даеть выражене разности я-го порадка оть 
З}ю2и, чрезь послФдовательныя значения функли м,; эта формула мо- 
еть быть получена изь частнато случая другой боле общей форму- 
лы, дающей выражене разности я-го порядка самой функц и, чрезь 
ряжъ послёдовательныхь ея значенй, къ выводу которой и нерехо- 
димь теперь. 

Мы имфемъ по самому опредзлению развоети: 


а) Ди дь в, 
слждовательно 
Дни и _ Нины 
вычитая отсюда предыдущее, получимъ по опредфленю второй разности 
Аи, иди ина цы) 
или 


[6 А иды и, 


Перемфияя здВев 2 на х-- В и вычитая это разенотво изъ им юща- 
го получиться такимъ образомь результата, по понятно о третьей раз- 
ности будемъ чить: 


Зи — 
ДЗ ии Ри Ри 


ив, 


и соединяя сходственные члены: 


пои Зи Зи М, (8) 


Обобщая эти результаты, въ которыхь легко замфчаемъ аналогию 
<ь биномомъ Ньютона, мы можемъ написать: 


ды брить... | @ 
С ь НС И"и | 


и для доказательства этой формулы остается только показать, что она 
сохранить свой видь и для разности слфдующато порядка. Съ этою 
цёлью беремъ разность оть обфихъ частей этого равенства и во вто- 
рой заизнлемь Д,„‚и его выражешемь по формулё (1), икенно: 


Ди ира — бы; 


будемь имЬть: 


эр ; 
д ата Ия — 


— Фиат вь 


Е бо ияь— би 


с Об идеи Г 


О ондатарь с О” бинатвь 4-2. 


НС "бин — 1" бы, , 


& это ка основами равенства, 


вы 


6..0, =0, 


представится такъ: 


р и гы 
"Вы, ии би О идяль —..- 


он. ЕСО, 


— 28 — 


(ибо (= Гон — 1); эта же формула получается изъ (4) чрезь пере- 
ифну в на в--1. Примфняя формулу (4) къ функщи Ю<и, и соеди- 
вяястииу логариемовъ въодинъ погариемъ, получимъ формулу (4)5 24. 


30. Примбиля эту формулу в и, ==“, мы будемъ имфть: 


Да” = (в -- в)" — а -в— П-- Фе-в—)" 
(1) —_ 


Всея в"--...Етуа". 


Цолзтая здМь д==0, колучимъ формулу для вычислея тЬхь чи 
сель, которыя входать въ формулу (1)517. Легко видфть, что В” вой- 
деть тогда во вез члены общимь множителемт, (какъ нами было уже 
предзареко въ томъ 8), и мы будемь имЪть, выноея его за скобки: 


(0) до” [Раис 1}. 


Если принять #==1, то эта формула обратится зъ другую, — въ 
формулу для вычислешя чисель Бринклея, входлщихь въ формулу (2) 
того же $, именно: 


(8) Дон" оао 9" Но Ну" 


р" 


Съ помощю этой форытлы была вычислена англйскимь математи- 
комъ Морганомь, таблица, этихь чисель, которую читатель найдеть на 
етраницф 14. „Лекий разноетнаго исчислешя“ проф. М. Е. Ващенко- 
Захарченко, Кевъ 1868 г. 80 *), 

31. Для образованя конечной разности я-го порядка, какой лябо функ- 
Щи в, намь нужно имбть в -Р1 послфдовательныкь ея значешй, важь 
то видно изъ формулы (4) $ 29; можно, наобороть *-|-1-ый чденъ ря- 
да послфдовательныхь значевй функши выразить чрезь начальное ел 
значеше (ея первый членъ этого ряда) и значешя ея разностей до 


я-то порядка включительно. Дъйстрительно, изъ опредзлешя разности 
слздуеть что 


{1) ира, Е А: 
перемфняя здфсь 2 на г--/, получимъ: 


2) ель и» -- Аидь? 
иа осповани (1) и его разности, именно: 
*) Танжо см, Хизейелеы фу. Зат 1а пбабтоНвацой 4ев ХопеНолв 4 Тасдиов Вегпош!. 


34-Ревеььоцея 1883, ( Мешоез 4е’Асабошие дез зодепсев Че Зе. -Рейогебовгв, Т, ХХХ 
№14 р 4), 
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2 
Ди, = Ди, А, (3) 
мы можемь (2) тавь представить: 


ити, Дн,-- 
+ Ди, Ач, 


мини, Ри, -- ДА, (4) 


Перемфияя здфеь х на 2-- А, и принимая во внимане {1), {3) и 
его разность, именно 


Дина = Д\и,-- Д%,, |6) 


ны получим: 
пре РЕНА -- Д’ида = 
=и,-- Ди, 
Ди, РА 
ЧА, -- Де, 


и соединяя схолственные члены: 
Чаи, ЗДи, ЕЗДА, Дж (6) 
Формулы {1), (4} и (6), напоминають первую, вторую и третью степени 


бинома; обобщая замфченный на этихь трехъ ныводахь зажонъ, мо- 
жемь написать общую формулу: 


СГА, 0 Аи... СТ Аы,. (1) 


“ 


и 


Ия И, т 


Для доказательства вфрности ея для веяжаго и перемфняемь д на 
х--% и разбиваемь затмъ каждый члень на два по формул: 


Дн == ДЕ ДВ, (8) 


мы получииь: 


— 30 — 


ии, + Аи, 
-- б* ди, + 6" А, 


би, Аи, -... 


или на основаны равенствъ: 


ев; о-ейяы, 


слёкующее: 


1 12 1л® дэ 
ить, - "Дн, СКА, --...-- СПА, ОА", 


что получается изъ (7) чрезь перемфну п на в--1. Такимъ образомъ 
формула ваша, в$рная для значенй „==2, в==3, будеть вфрна для 
волкаго значени %. 


32, Формулы (4) $ 29 и (7) предыдущего могуть быть короче пред- 
ставлены сииволически. Формула (7) $ 31, если отдёлить знажь 
фувкци: #, отв операщоннаго символа /, можеть быть такъ пред- 
етавлена; 


0 ии -- ДУ, 


* 
Отеюха мы получимь истичкую формулу, соединяя До и и, въ 
& : 

А’, по раскрыми ея по биноку Ньютона, какъ будто-бы Д было ко- 


личество, и умножеши кождаго члена на и,. Для в==[ она обра- 
ТИТСЯ ВЪ ТАКУЮ 


@) и.=а-Д,, 


{что получимъ и прямо изъ (1) предндущаго $, отдфливъ и, оть Ди 
вынеся м, 38 скобки); эта формула говоритъ, что для получены елфдую- 
щаго значеня функци и, надобно эту фуниню символически умножить 
ва 1--- Д; для получешя формулы для слдующаго за симь значеня 
надобно еще разь помножить на 1--:Л , и продолжая это мы доходиыъ 


ро: ПО 
до формулы (1), которой вфрность для вонкато # докажется одять по 


елособу заключеня оть м въ #-|-1. Вь самомъ дёлЪ, перемфння въ 
этой формуль х на #--№, будемь ииЪть: 


ик = -- ЛУ чь; {3) 


вотавляя сюда вмфето и, -к его символическое выражеше изъ (2), по- 
дучиыя: 


и = -- ДУ"а -- Душ, = -- ДУ, 


что и требовалось доказать, 
Если ввеети обозначеше: 


1 А=Е, {4) 
то (2) такъ нопишется: 
ит Ри, , (5) 
з формула (1) такъ: 
ит = и, - <) 


Цо опредфленю разности 
Дичь —ч,; 


если сюда выфето и,., внести его выражене изъ (5) и отдфливъ опе- 


ращовный символь Е оть функщональнаго, вывести посяфдй за 
<кобки, то будемъ имфть: 


Ди =(Е—1и,, (2) 
т. е, для получешя формулы для разности, надобно функцию помно- 
жить сниволическя на Е —1, кань то слфлуеть и изъ равенства (5), 
изъ вотораго имфенъ: 


Д=ЕШ—1. (8) 


Отсюда слфдуеть, что для получевня формулы для второй разности 
педобно помножить два раза на Е— 1, третьей-—три раза и вообще 


= — 


для полученя формулы для п-ой разности надобно умножить ва 
Е—1 в розъ, такъ что будемь ииёть: 


® Ди, = (Е— "и, 


ДЪйетвительно, раскрывая (Е — 1)" по биному Ньютона, какъ буд- 
то Е было-бы количество и умножая все на и,, затВмт принихан 
Ки, ва им На оспованы формулы (6), мы и получимь формулу 
(4) $ 29. 

38. Формула (7) для выражен и„,„, чрезь и, и его разности, с0- 
держить эти посяёднёя до порядка и включительно; можно вывести 
другую формулу, которая будеть содержать разности до какого угодно 
порядка т, меньшаго и, но только выфего разности и-го порядка для 
значеня х независимой перемнной, въ эту формулу войдеть среднее 
количество между наибольшинь и наименьшимъ изь значешй этой 
разности въ предфлахь значенй независимой неремфнной оть 2 до 


аи — т. Мы дадимь два вызода этой замфчательной формулы, 
откуда потомъ нетрудно будеть получить и строку 'Тэйлора съ оста- 
точнымь членомъ. Этоть вызодь будеть ни что иное, кажъ усовер- 
шенствованный выводъ самого Тэйлора знаменитой строки его имени. 


34. По опредфленно разности именъ; 


ие, -- Ач, , 
мои" Айдл, 
а ил Адель 


ры Андли; 


свладывая эти равенства и совращая, получим: 


нь и, { Аа - Айа Е... Ани. 


или короче: 


а) Иа, У Дины. 


—. 38. — 
Перенфняя здфоь м на й, а ф вау у зауфмь беря разности перваго 
порядка и порядка 7, подучимъ сабдующ ль формулы: 


Дины = Аа, 3), 


р 
Дины Аи, (8) 


лоси изъ (2) въ тЁ члены (1), въ которыхь #51, мы будемь 
инь: 


кыа  кыальа 
инатиь-- У, А, -- У Ум: [6] 
я ая 


но въ первой сумм веф слагаемнл одинаковых, именно равны Дн, , 
в число ихъ я: потому будеть: 


Даб СА, (5) 


вторая же. сумма, двойнея, будучи. подробно ‚вышисаиа, такр. предета- 
вится; ` ` ^^ 


Аи, 
дз, АД 
Ча Амдь-- Ами 


-- Дед Аа, А, 


„+ Ак 


Аи Ан 


А, 


здфеь каждая строчка, назиная со второй, представляеть 


жа 
уу 


г 


а 


3, инт. д, наБОПець для 


поочереди для Ё==1, затбуЪ =, й 
$=в—1. Есяи мы, теперь, 67 мт. сумхировать по столбнамь, т0 мы, 


можемъ нашу сумму ТАБЪ прежстивить: 
Тиломанорищизй, Куреь теорри вонечи, разностей. 


° 


эта 
диз 
2 а 
ибо въ каждомь столбцф столько первыхъ слагаемыхь нехватаеть, 


сколько единиць въ числ у, кооффищентЪ при № въ значешн пере- 
хБнной х вЪ этомъ столбий. Олфдовательно имфемъ: 


виа ии 


® У Улыьь- У У ыы 


= 2 9 Я 
но въ ииду одинаковости слагвемыхь 


Жнт . 
У Аида 1-ДАмда я Ады 
ЕН 


а потому окончательно: 


и =з-9 
(т) У Ули = Ум. 
Я 150 = 


ЗВноея это, в также и изъ (5) въ (4), мы получимъ (перемфнивъ 
еще 1 на ®): 


и 


и, Оли, У "Ани. 
= 


8) ов 


Преобразуя тЪ члены сукмы, въ которыхъ &51, съ помощю фориу- 
лы (3) для 1—2, мы получимъ отеюда: 


к 
Читти, 07 Ди, У Ор тд, 
& 
©) = 1 
= Томи Ади; 
а Аа 
но 
— к 
(10) у ое, > ( <“) ды, 
= > 


— 35 


але, какъ и выше, убёдинся, чо 


5. в ия 
сте У А = Го 
ил а Чья = 
= = р 2 вы 
нак ара 0. 
-1-+ — 
=У Учи „= У Ус "Ани. 
кун о ‘кун 


Остается въ (10) и (11) найти суммы: 


ка ыы 
у к у аз) 
#0 вн 


хь зай найхемь по болфе общей формуяф, къ выводу оторой теперь 
и переходимъ. 
35. Мы иифемы 


+=; @ 
отсюда 
ОНО: (2) 


<уммируя по 4 етъ р до», получим: 


= = = м 
а а 

Уа =Усв —Уан =, 

4—2 Е? 452 


преизводя сокращеше одинаковыхъ членовъ обфихъ сумхъ; но с = 
а потому овончательно иаходимъ: 


= 
"ОН, 3) 


г 


По этой форнухВ мы н найдемь суммы (12) пред. $. Действительно, 
сли положить н—1-—й==4 и перемфиить порядокъ предфловъ, то 


будетъ 


внеся это соотвфтетненио въ (10) и (11), затЪиъ оттуда в» (9), полу- 
чихъ (перемёння еще 7 на №): 


ваз. 
о ан ОА 0 Аи, У ОТР Аи 


кто 


36, Теперь законт 
написать общую формулу: 


: достатонно. обнаружился, чтобы: можно. было. 


| мани, 0: Дн, 6 Ани НА" а, 
ых | ны , 
| У аи 
5 


покажемь, что есля преобразовать поелфдн!й няенъ-гостаточный, `{е0-` 
держащ сумму) съ помонцю формулы (8) $ 34, то получитея еще 
одинъ члень того же самого вида, имено Тем А" Че в отрловь опять 
того же вида какъ и въ (Ъ), получеый Язь неро ‘чрез ъ пережёну » 
на ш-- 1. Ддотвительно по (3) $ 34 имбемь дал ВЕ: 


(2) Ады А”, = у д"На ат 
6) 
сявл; 
к р 
У артднцьее У бета, 
: д м = 
8 &=-т ЕЕ 


-- у в у а 


мля подобно тому, какъ и выше; 


дя. в — ну и-т 
У ога ь= У арАнья У Уса 
= [= 2 


Но по формул% (5) $ 35, полагая в —1 
предёловь, имвемы:. 


-&=4 и миля порядокъ 


5) 


(6) 


‘подетавляя изъ послфднихь двухъ равенствь въ (1), полузимъ (пере- 
ивниюв она): 


РА”идаьте ОД”, + У лы "А": (И) 


= =. 


если это летавить въ (1), то получимь вь ней еще одить члешь и 
остатоЕ?, подучающиеся, кан оказано, собтьфтелвенно из 
члена этой “формулы и ея обтИка  чрезъ перем} т па ®--Т „Итакъ 
формула {17 зрна для пелкаго чт. 

Пуеть теперь: 


(8) 


= 


— это будеть количество по величин своей среднее между нзиболь- 
шикв и наименьшимь изъ значенй 


®) 


Аи, Атиди  Атчииьан + Аи 


Изъ (8), такъ какъ по (3) 8 35 имфемь: 


— 38 — 


=н-т 8-1 
а 

09 уаг-уа.-<, 
Е 5 

мы получимъ; 
#—-м 

@) У арг Амьыь = 0 
Е 


внесен это въ (1), получимъ окончательно такую формулу, которую 
желали вывести: 


(12) ирначеы,-- О" Ди, -- 0 Ди, --...-- А", О, 


тА® # опредбляется формулою (8) и предетавляеть-позторяему, води 
чество среднее по величин» между наибольшимъ и наименьшимь изъ 
значенй (9) разности А”, .— Этоть выводъ, принадлежащий г-ну Сз- 
406, сбобщень Зегтер въ прябавлени къ 6-ому издашю Гасгох, ТгаН6 
бешедаже Фи са]е| Ч;Негеобе] её Чи са]сп] бога]. Раз 1862. рр- 
230—236. 

37. Въ виду зажности этой формулы даемъ еще другой выводъ ея, 
принадлежануй г-ну Реать и сообщенвый имъ въ МоптеМев апоа]ез дез 
завета чиев. 2-ше Зее. 1874, т. 13, р. 18; Зеше де Тау!ог — съ к&- 
хоторымъ однако измфневемъ. 


Форнулу (7) $ 31, можно тавкь написать: 
9) мл чаи,-- 0 Ди, & А... А" и, В, 
тд% остатовъ 
[62 Е, = СА, ди, Е... А”4,; 


преобразуехъ тенерь этоть остатоки при помощи формулы (4} $ 29. 
По этой формул мы будемъ нить: 


— 39 — 
== А" Аи, 
д ии Ни, 
д” ты, 


А ить С "Аль Аи Е -.. 
НЕ "От Аы,; 


ветавляя это въ (2} и располагая ио разностамъ оть и, Мы будень 
ныфтьы 


ты Ни. НСО" "С 
И оо Зо с УВ оо 
ОВО" ОСя „бН- 


еее еее еее = 
ыы бане биг "ООН 
еее еее ее = 


ЗА 6 == . 
а Аа ино ини НОР Аида 


== 


= у Аи, 


=) 


ибо 

оно бы. НЫ" ©) 
оао, . у” тыс: ®) 
деве еНаы Но" О ® 


о аа О оыгееНЫ" Поя Ьб% $ 8) 


(3) 


(4) 


— ‘40 -— 


Перзвя изъ этихъ формуль такь получится; ив имфешь вообще (изъ. 


$1) 8 35): 
(9) 


‘полагая здфеь рн, м--1, ж-[2,...ю—1, мы подузимь тажой 
ридъ равенствъ: 


оо, в" 
ы =он-си; 
= а, и 


р =” ит, 
а Она Сынеа 


о, — Ст; 


23 
„ и. 
оО; 


подставляя. изъ послёдняго въ предиослфднее, оттуда въ предиредно- 


слфднее и т. д., наконень изъ второто иъ первое, мы получим ра- 
венетво (5} 


(10) ол баба. НЫ, , 


ибо ("= СТ. Перемфняя здфеь я на и—Т, ны получимь 


лота од" 


заифвяя каждый членъ его разложешемь по формуяЪ (5), мы поёу- 


чимъ, помфщан это резложене каждаго члена въ отдфльную строчеу, 
слБдующее: 


О оО о У ико 
В ти 
О О ом 
ода." 
лее 


уе 


— а 


или, соединяя въ;одуну:сходетвенные -нлешье 


С бон — ба аа" "ока, 


{ибо 0" "== п— м = числу строченъ) — что представляеть форжулу (6). 
М»ъная въ этой форму” вая 1, позучииъ: 


Ге И О о ООН 


раскрывая кАЖДЫЙ чавяъ. по форму: 


Г оО о о о ОА 
ЕО =. о -НС-Ю" "20" 
а о 

—4 . "че -- 


и соедвняя сходственные чдены въ один»: 


"8 


Сабы 


ео. НЫ" отв," (9 


что предетавляеть формулу (7). Продолжая поступать тавимъ обра- 
зомъ, мы дойдень ‘до формулы (8), 


в-&— ие „: ммм ^ О 
[ва нон ео Сиб (8) 
остается показать, что это равенство фудеть сохрапять свой видЪ ДЛЯ 
слёдующаго значеня #. Съ этою цфлю перемфнимь здфсь и на н— 1; 
будемь имфть: 


рии не", 


м—®-1 


*) #60; (бань хакь 0 ии т) 


профф да-ю-- ГЕ 


-42- 


раскрывая каждое СТ, по формуль (5'), получииы: 


Сл = бы — бан Но быв НОЕ С" 


[6 


оо ео ыа ЕС" НО 
абы ыы 
— еее 

и узо. 


и &--1 


соединяя сходстненные члены эъ одииъ, иифя въ виду что 


ван ааа =; 
аа наеаны о 
9 о о а аи е-И) 


И 


мы получимъ: 


[м 


пн О ыы ОНИ ОМ бр, 


что получаетен изъ (8’) чрезь узеличене { ка едянику. 
Итакъ формулы (5), (6), (7), (8) доказаны, в сдфд. доказано и (4), 
т. е., что 


вт 


(2) В. -= У Ата; 
ты 


эту же фориу остатка мы уже ны№ли въ (1) $ 36, и прилели въ виду 

С 8%, ТА ЗА опредфлиется формулою (8) того же $, и веть зеличина 

средняя между нанбольщею и нанменышею изъ величинь (3) 8 36. 
38. Перемфнимъ въ формулб (12) 8 36 А из Дл; мы будемъ ныть: 


0 щдлеи НО: Ди БА. НО НО, 


— 48 — 
148 по (8) хого, же $. будеть, теперь. 


и 
ма 
ст Сеид» 


о 
5: И — ии © 
У а" 
= 
Положикъ теперь 
вА=Й; 
эзевде получим 
„= 
Да’ 


и это значене п ®анесемъ въ формулы (1) и (2). 
Мы выполиимь это на, самомь дёлё только для общаго члена’ эхой 
формулы, именно: 
паров... ВНЮДь,, °б 


ибо яз ‘него, давая Ё во значешя эть 1 до 1, получамь вов 
члены хо остаточнаго. Сдфлавъ сказанное, получимъ: 


к ада. ЕЮ А, 
Ан, = 1.5.3... Ав. 
.2.3... д 
Будемь теперь подводить здфеь Дух къ. нули; тогда, какъ лего ви- 
д№ть, будетъ 


Ди. 
пре, Аи ® 
но 
Д-ы Фи, 
м О 
пре аа › (7) 


а = 


т, е, производной #-го порадка отъ и; Дайствительно, “№ * опредвле- 
кю производной имемь: 


® 


и слёдовательно 


Ди, _ а 


и, 
© ее +а, 


тд№ а величина обращающаяея въ нуль вмфетЪ съ ДА Допустимь 
теперь, что вообще 


Ди, Фи, 
{10 пред. = =-; 
) Е 


или ЗЕ. это Фовдественно съ (8); нашь остается ‘теперь юказать, 
что это равенство, разъ оно справедливо для порядна разностей ни 
производныхь,—будетъ справедливо и для слёдующаго порядка ихъ, 
Изъ (10) сл5луеть,: чаю 


Аи, Фи, 


ар 


тдЪ 2, обращается въ нуль вифет8 сь Дх. Берл оть обфихь частей 
разность и дёзя ихъ на Ах; будем мизть: 


= 4 = 


Фи. Фи» Фи; дрен 


о: ах 
я “Аж _ Е 
у Ди, 
Ца, 
ео) 


втеся это въ (12) будемь нить: 


Ди, На, 
ие. 
Дам ан 


или, таВЬ как 
да _ вы 
Аз вх 


+, 


тж’ п -евбращается въ нфль вифстВ съ Дх: 


_ Га , .. 4. - бе 
Ч ки я; 
а ай а" 


отсюда переходя къ предлу, получимь: 


авы, 


пред. 


ибо 


(18) 


(14) 


(15} 


(16) 


— 46 — 
на основан того аввфетизго предложенгя, что „если 9(х, <) — непре- 
фызная фувеша х, обращается при зсякомъ значеши х вр НУЛЬ, вог- 

[ 
„да ноложимъ «=0, +0 и ея производная 90 обратится въ пуль, 


‘когда положимъ «== 0“, а слдовательно тоже и производныя высшихъ 
‚порадковъ *). И такъ формула (10), довазвла, и потому изъ (6) получинъ: 


17) пред, ФА“, а * 


ГД Ё!-=1.2.3...Ё, и потому формуле (1) обратитея въ такую: 


а, В ва в ам а 
18 в = и. Г--В, 
Нл Раза Гея ты 
тдф уже 
19) „= пред. С, . 


Это и есть строка Тэйлора еъ остаточнымь членомт, котораго фор- 
-му нащъ остается еще найти. Вкося въ 6 вмфето В его значеше, мы 
„бухемъ имфть: 


= пред, а Ая ‚.. би). 8% 

(0) .2. = Дх 
дм №. 
и Да", 


*) Это премокеще такь доклаывается, По опрехфленю производной нифеми 


№, я) — 
Я) — щих. 4+ :9) 9, 


заюлатвл < =0, будемъ низты 
Зе, 0) 92,0) о 
ъ =0, 


эжаиь бы мало № ин бы40; но есям хаках лнбо везачнна == 0, тон ед прехьть == 0; т.е 


Зе *,0) — 9(2,0)] 49,0) _ 
о 0 


„зто м требовылось доказать. 


— 47 = 


но 
=» „ 
У а Ань 
ЕАН #9 
Дт | у с" 
м 


о 


это представляеть величиву среднюю нежду ваибольшимъ к нанмень- 
= 


: . А”, : 
шимъ зшамешемь отношения ^^ ИА п предёлажь измфненя = ме- 


здузв хр шДл=а- р тДх, или почти 2-й, ибо 
вх безконечно-мадо при безконечно-маломь Дл; во вЪ этомь. слу- 


д" 
ча и м безконечно-мало отаичается оть Е для иъяотора- 
7х 


го промежуточнего значеюя х между предёлами хин -- А. Сибдователь- 


но прех. == нфкоторой величин, завлючающейся между иан- 
ея 


9", 
большимъ и каименьшимь значенемъ производной ат въ промежут- 


5 авазен# 2 отъ до х-Ей. 


=. есть функщя х непрерывная въ этихъь предёлахь, то 


сли 


ои8 непремнно по крайней ифрф хотя одвнъ разъ получить это зиа- 
чене въ упомянутыхь предфлахь изыфненыя 2, т, е. будеть имфть это 
среднее между наибольшимъ и нанменьшимь звачеше для ыБкотораго 
значешя 2, средняго между х и х--№, которое можно такъ пред- 
ставить: 2 №, ГВ ОВ 1; т.е. въ этомъ случай будеть 


и остаточный членъ формулы (15) приметь такой виды 


ок би. 3) 
тат д" | 


Е, 


это есть остаточный членъ Тэйдорова рядв въ форы%, данной Лагран- 
жемъ. Итакъ мы получили изъ формулы (1), подводя Дх къ нулю 
ражь Тейлора съ остаточнымь членомь Лаграняа: 


8) ВКС в бы, № ан 
98. 4, ... == 
аа 1.2 а ПТР яв т-— | ах т! а 


Вели остаточный член = 
1 -- 


къ нулю, то рядъ Тэйлорь можеть быфь продолжень до безвонечности 
тавимь образом: 


а, № аи, В Чи 
(29) ау = 
РТ Па а | 1.9.3 а" 


`В би (луча, отяфлйя фунющонольный ‘внызбль и, ‘оРь ‘опера- 


ЦЮВнаго. м вынося $20 заТекобки, Жы жетно’ ЗояуЧинь такую симво- 


4х 
личесвую формулу: 


(25) 


а 

аа 

& : 
ибо разлагая в въ радъ и умножая на-а,; мы полузимь“ форму“ 


лу (24). Сличая это еъ (5) $ 82, полузаемь соотношене между бинно- 


а 
Лами Ен: 


(26) 


39. Пережъиикь в® формул (23) пред. $ т на в--1Т й перенося 
затВыь лерлый членъ второй части налфво, мы получим, принимая 
во внимане, что ини, = Ав,, такое выражене разности перваго 
порядка чрезъ производных: 


би, № вы, 
42 пав '` 


и Ан, = т Вьа, 


тдф по (22) того же $ 
вре СЫ. 
аб 


ыы Пары ай" 


-®_— 


при 0 <4$<.1, Для дахьнфйшаго будеть ‚однажо- удобнйе та форма 
остаточнаго члена Тэйлорова рада, которая звыводитея въ нитеграль- 
номъ исчислении *), именно 


и и 
В.Н = | Ве ьь-— а, (8) 


когда введемъ вр’. нее новую перемфнную, положивь 2==й2; тогд по- 
лучитея такое выражеше остаточнаго члена: 


В, 


1 
мн = а е-ь — ме. 4) 
ь 


Примфняя эту формулу къ нашему ряду (1) и перемфвяя Дейбви- 
девское обозначен!е ироизводвыхь на болфе короткое Лаграяжеценое, 
мы будемь им%ть такое выражев1е первой разпоети чрезь производ- 
пыл съ остаточнымь чченомъ: 


1 


№" = 2” и 
, } 5 
ве РИ”) иены 4. (6) 


40. Для получензя выраженял зторой разности чрезь производныя 
возьмемъ разность отъ обфихъ частей этого равенства; при этожъ въ 
поелфдиемь член можно перемфнить порядокъ хЬйствй интегрирова- 
ня и взнчЁя разности **); мы получимь тотда слбдующее выуажеше: 


ул р" 
Дно Ри 


лы = 
И {= а 


*) Сы. напр. Фет, Сошя @Алайув, ` 6-ше @4Рага 1890. `Т. 1+: В. 313. ван 
Родинь. Записки но дифференщальному к нитегрыльному исчислешю. Часть вторая 


$ 380 стр. 108. Сиб, 1888. 
+*) вбо вообще 


а 
2] аа - м) уаз = 
О 
п ” 1 
=| дев в) да -| Деь— м) (ааа == 
ь ‹ 


= [ечь-ь дев кое. Адер). 
, , 


Тиломандриции, Курсь теор конечи, развестей, 4 


= 50 — 


Но по-форнул® (5) предыдущаго 8, иеремняя послфдовачельно“ 4, 
ва и, и", .. 9 и отанавливая рядъ. всяк разь на производной 


зя-го порзджа, мы получимь такой рядъ равенетвы: 


/ в) в # #1) 
д и Нели ель 
, 
„ = 2" ие 
ди, м Ни == ель Ч 
91... ... ... 
ь , 
ди ие 
В 


ал 
Са 


[Послфднее изъ этихъ равенствь легко повфряется, ибо внося № подъ 
знажь интеграла, получим: 


. 
лы (и) 
(аль (-4ь. 
, 


не — =^42)- 


в у" 
Помножая разенстка (2) по порядку на №, на 15›--- 18 @®— п! 
= 


18 „о свладывая, нолучииь такой результать: 


, . ” = 
и 


че | (ео =” пе) 4, 


{8) 


тд» для краткости положено: 


а, 1 1 
За 2 ори РО: 
1 11 11 сит. 
ее ара г? ааа. (1) ; 
ит. д. 
В 
и ма жа ВА 
= 2 ` ий й И Ц 
в ттет Рав Г" Эа ЕК © 


Фунеця ..(2), равно кахъ и 2 зевлу предблани интеграла не 
мфняють знажа, потому 


1 = 
у Вол — 
|. (ое, 1 ни.) = 


т “ 9 : © 
’ (- =" 
=, да Аи.) 14, 
(Отн <; ю 
а» } 
И ИИ 
не рот 
(т) 


о 
| крае р) — ч.6) ФО бынны: 
5 


какъ нетрудно видЪть; потому остаточный членъ формуды (3) оков- 


чательно приметъ такой  Видъ: 
* 


(4) 


— 5 — 
: 1 (+ 
® ны ЕтА Ан). 


Что ве касвется коэффищентовь а, 3: бд, бр... бы... ТО, ВАНЪ ВИДНО 


. 345 = 
изь (4), это суть коэффищенты соотвфтетвенно при #,2’,2,...2”,..- 
зъ разложени по степенямъ 2 такой функц: - 


(9) (е—1у. 


41. Возьмём теперь разноеть отъ обЖихь чаетей равенства (3} пред. $ 
тогда получимъ: 


Ди, = №? Ди, -[- оо. наз," Ди 
{1} 


1 го 
мы (ноль, де) 4; 


помнощая теперь равенства (2) пред. $, начиная со второго по по- 
радку на 


[23] №, а,з№,. "т, ай", 


и складывая съ (1) настоящаго $, мы получимъ тавой результать: 


АЗ, ой отит 


(8) ь „ 
ое + нЕ, + Ата, 4, 


тд положено: 


9 | 
Яд ор Гааз; Б-Р 5р т аа . 
[© 
О ИЕ: ИННА ; 
бака Г биг З)Е Г икчЕ ГИГ би; 
и 
т—1 м—2 2 


бр ира В ни Ро, 


— 53 = 

Эта функ ложе не ифизеть своего знай между предфламн июте- 

граля; ‘а потому остаточному члену форкуды (8).этого $ можно. даль 
такой видь: 


эт (51) ("НО 1 20 
* (ль дагА мызы,» (6) 
(ибо Фи 1) == авы. Кавкъ то ВяДНО изъ (5) и {4). 
Козффищевты ваз, общ... СУТЬ коэффищенты при стененяхь 
в = 


2,2...” ВБ разложеши функщи 


ее е-1, (7) 
49. Эти результаты легко обобщить. и написать, предполатая $ < т, 
чавую формулу: 


е) в а же 
Ди ие ящьый И а 


ВА О 


пр иее, Ня А, 


гдз положено: 


1 .. 
ак т Рад; 
1 ; 
Яны ЗЕ Г 21 Е бы! (2) 
1 ал | бы й 
бы и Г бы ОГ Га 
и 
рт я 
тей ар ен еЧЕНЙ Ни + ® 


ре елный вы „=. 


== 54 2 


Эта функшя тоже не ифнлеть знака между предфлами интеграла, & 
потому (имя въ виду, Чт Ф; о на) == ара) остаточному члену 
формулы (1} можно дать окончательно такую форму: 


4-1) Г |) 
нм о Ар 
в 


Жи 1 ео 
_ НынА меоьна Ре А «ЕР, ). 


Козффищенты але... -. СУТЬ воэффищенты соотвёт- 


Е т : й 
ственно при 2", 2"”,...=”,... ив разложеви функци 


(5) : еее. 


Вёрность формуль (1} и (4) докажется легко по способу заключеня 
оть & въ К-НТ, что мы предоставляемъ читателю выполнить самому. 
43. Такъ какъ коэффищенты формулы (1) пред. 8 суть козффищенты 
при степенахь 2 въ разложены” функшм (’— и, то отдфляи опера- 
цюнные символы оть функщюнальныхь к означая чрезь [%(2)|„ Чаеть 
разложеня функши (2) въ радь по степенямъ 2, оканчизающуюся 


члепомь со стапенью зи оть#, мы можежь упомянутую формулу короче 
такъ предетавить: 


В 


58. 
м = С “_ 5. и. Ва, 


тд№ но формул (4) пред. $ 


а вы ео 
мани. 
2) 
. в тр - 1 &-В и 
с РаныА ем ие А а) . 


По раскрыи перваго члена второй части формулы (1), какъ будто 
Е 


а 
в было бы количество, останется чольво принять произведеще и, 
а ах 
2, ® 
—т ==, ‚ Чтобы получить точную формулу (1) $ 42. 


= 5 - 


44. Но нетрудно получить и формулы для непосредственнако вы- 
чиелешя каждаго коэффищента формулы (1) $ 42. Эти коэффиценты 
не завиеять отъ частнаго вида фувкщи и,, & потому мы можем 
принять: 


„-#, @) 


ГД р означаеть цфлое положительное число ве большее тж. Тогда 
остатозный член, а также всб 1%, которые будуть содержать произ- 
водных порядка выше р, тождественно обратятен въ нуль для вся- 
каго значени д; члевы же, содержалые производных ‘зяешаго по- 
рилка чФиъ р, какъ содержаще множителемь различяыя стенени т, 
обратятся въ нуль, когда положимъ х==0, И вы тогда получимь изъ 
(1) $ 42 такое равенство: 


Ааа, [6] 
откуда найхемт: 
р 
р 
-„-Ат. 8) 


Внося это въ упомянутую сейчасъ формулу (1) $ 42, мы получимъ 
слздующее выражене разности #-го порядка любой функщи и, : 


я 
девы Армии, С 
РЕН 


ГА В, {а опредфляетея формулою {2} пред. 5. 
45. Пероходимъ теперь къ обралной задач»: въ выражейю произ- 


водной {-го порядка черезь разности. 

Ввода зъ формулу (1) $ 43 обозначеще остаточнаго члена чрез В, „1, 
(вричехь подъ этииъ звакомь хожемъ разумфль и окончательное вы- 
ражене осталочнаго члена, даваемое формулою {2) $43), мы получимъ 
изъ нея, мная послдовательно # на Х-|-1, #-{-2,...1, такой рядь 
равенствъ: 


8) 


— 568 — 


к мае. а в . „я, 6) 
пай и нь РР аи ВНЕ ща 
т #- (%--2) 

94, = ые О адыый Чи. п, Жо ты а 
= вы аа »й" р т Ван 
= * тя 

с эиж--1 


Помножая эти’равенства по порядку па неопредфленные сперва мно- 
жители 1, ` бл, ба". -Рьж» ПО сложенШг получимъ; 


2) во А и На АН т Рец АА, +... 5„А”и, { 28а 


когда опредфлииъ эти множители тавъ, чтобы производных зе, 
и, ... и” почевли изъ второй части, слёд. положив: 


ват ьы 20 


дарк Вне 0 


Е ИЕ м 


баба ода Нада Фанат >< ана в и, 9 0 


и сдфлаемь: 


Вина Вале На Внньны Но» Внны 


46. Изь уравнений (3) козффищеяты В,, легко опредёляются по коэф- 
фищентамь а;;; но нетрудно получить формулы для непосредотвеннаго 


опредфлешя зтихь коэзффищентовь. Тавкь какъ они независять оть 
Чиетваго зида функцуи и,, то мы можень положить 


{1) = , 


=, 


гдЪ фр не больше и: 


{2) 


”з 
м 
2 


= - 


Тавъ кавъ факторюль (1} цфлая функшн х степени р», то его рро- 
изводныя порядка высшаго р тождественно равны нулю; на этомъ 0с- 
‘нованш и оетатокъ ряда (2) пред, $3... чл» Вакь содержащй произ- 
водныя порядка ж--1, будеть тождественно равень нулю; разаыиъ 
<образомь будуть нулями и во разности порядка высшаго р; члены 
же формулы (2) пред. $, содержание разности порядковь ниже р, об- 
рататся въ нуль, котла положныь х==0,:и60 веБ будугь содержать и 
‘иножителемь; слфд. въ этомъ случаЪ уравнеше (2) прех. $ обратится 
въ такое (вводя опять Лейбницевекое обозначен!е производной): ' 


ое , 
‚во =ь,.м и"), 8) 


40 


откудь найдемъ: 


140”. а) 
и” 90" 


ыы 


Внося это въ формулу (2) пред. $, мы получимь: 


в=в 


та, 1 
в — РА и, Дита. (5) 
# й 


41, Можно подучить и скиволичесвую формулу для выраженя про- 
изводной #-го порядка черезъ разности; для этого стоить въ формул 
{2) $ 45 положить 


} (1) 


тогда, инфа въ виду, что 


а" 


= а’бова)", и ДА, ау, (2) 


ах" 


: Ди. 
мы получикъ но раздфлени всего‘на 4“: 


поза а@ О. ры’ Павии 8) 


уе вые] 
ов од ево зыбь п. 


10 


полагая здёсь 


{4} &*— 15а, 
[2179 
[С Ъ1ора ==10в( -- а) 


мы будемъ имзть; 


6) Бове а. ол, 


откуда видно, что хоэффищенты В,,,1...,„ СУТЬ не что иное какъ 
хоэффищенты при степеняхь <*+",.,. 4” въ разложены фувкщи 


@) № юга +97. 


Означал сумму м-|-1 первыхь члековь этого разложенгя согласно при- 
вятому въ 8 48 обозначению чрезъ 


(8) № [05а --®),, 


хы иожемь, перемфияя а на Д, формулу (2) $ 45 символически таяъ 
представить: 


ь 


© С тов Ди, Ви, 
4х Г 


ТАБ Зи, какъ и въ формул (5) пред, $, имфеть значене, опре- 
Д%ляемое по формулВ (4) 5 45. Остаточные члены, нами полученные, 


конечно, еще очень сложны, чтобы можно было принить ихъ форму зы 
овончалельную; но мы на ихъ упрощешияхъ не будемъ останавливаться, 


ГЛАВА Ш. 


Интерполироване. Формулы Ньютона, Лагранжа; 
интерполировае ло вплоеобу наименьшихъ квад- 
ратовъ; Формула Чебышева. 


48. Въ предьдущихь главахъ мы научились находить разности дан- 
ныхь фувкый и изслфдовали соотношевя между послфдовательными 
значении функди и ея разноетями, а также между разностями фунд- 
ци и ея производными; теперь переходимъ къ такой задач»: дань рядь 
значени? независимой перемьной х и рядъ соотвътетвенныхь значенй ни- 
которой ея функщёи; вычислить по этшмь даннымь значеше этой функ 
4 для нокоторато друмио значеша д, отлично оть пить. Отыскаюю 
такого значе функщи назызается интерполироващемь, когда это по- 
едфднее значене х, для котораго ищется зназеще функщи, есть про- 
межуточное между которыми нибудь двумя членами даннаго рлда зна- 
ченй х, и эксполироващемь, когда оно лежитт, совефиъ вн этихь зна“ 
ченйй; мн займемся здёеь только интёрподироващенъ. Но когда мы бу- 
демъ рить вычислять значене функлы для каждаго значеши 2, хе- 
жащаго между данными предфлами, тб мы будемь знать фунецию виу- 
три этихъ предфяовь; нотому задача интериолированя можеть быть 
тавъ формулирована: но данному ряду значенй 2 и данному ряду соот- 
взыпетвенныхь значений ео функии и,, найти саму функию. 

49. Прежде всего замфтимъ, что залача интерполврована: по дап- 
нымь значенниъ незавиенмой перемфнной 2: 


2, ва. а) 
и соотатствениымь значенюнь ел неизьфстной функци 
м, №, уни, ©) (2) 


*) аи краткости зыфето м, ищем м. 


— в — 


найти саму функцию — есть задача неопред#денная: это станеть совер- 
венно ясно, если взглянемъ на нашу задачу геометричеени. Геометри- 
чески, разсматривая значешя (1)  какъ абсцисеы точекъ, & соотв т- 
ственных значеня фунещи и, (2) какъ ихъ ординаты, нашу задачу можно 
такъ выразить: провести кривую чрезь и данныхь точекъ: 


{3) и) (26) и. уи, 


но очевидно, что чрезъ п точекъ можно ‘провести безчиеленное множе- 
ство кривыхъ, самыхъ разнообразныхь. Задача паша станеть совер- 
менно опредфленною, если мы зададимтъ себф родъ кривой. Еели «ри- 
вая залапа уравнешемъ, содержащимь и неолредфленныхь коэффиц- 
енто, 4, поставляя выфето фи и, 2 сл урезненв 


{4) (и Релидо 


воординаты данныхь точекъ (3), мы получен стольБо уравнений, 
сколько неизвфетныхь коэффицюнтовь рАшаи эти урённеня 10 этимъ 
коэффищентамь и внося полученныя значения ихъ въ (4), будемъ имЪ ть 
соверщекно опредфленную кривую требуемаго рода, проходящую чрезь 
данныя точки, Чаще всего разоматриваются крявыя параболичесяя, 
общий видъ уразнешя которыхъ есть: 


8 


аби с --... 9х”; 


тогда. интернолироване получаеть иазваше нараболическое ннтерноли- 
ровашя. Имъ мы только и будемъ заниматься: искомую фувкцо мы 
булемъ представлять себ въ форм полинома извфетной степени, на- 
передъ заданной, или опредфляемой изъ самихъ вычисдешй согласно 
условю, чтобы этоть полиномъ наиближе подходиль къ пеизвфетной 
функщи. Дналитическн выражалеь, въ пораболичеекомъ ивтериолиро- 
ваши ищетея не сама, фунвшя, но извЪотное, опредфленное, наперед 
или НЪть. число члеповъ ел разложены въ ряд по степеням» неза- 
висимой перем ной. 

50. Въ простйшемъ случа, когда степень полиноа ва единиду 
маньше числа членовъ дапоаго рада значеюй независимой перемфнвой, 
и этоть рядъ, кром8 того, предетавляеть ариеметическую прогресстю, 
задача параболичеоваго интерполированы‘рЬшается съ помощю фор- 
мулы Ньютона, которая легко выводится изъ формулы (7) $ 31, именно; 


мы и, 0} Ди, -- 0 А „-.. а ди ‘м, |1... 01 Аи, 


Полагая въ этой формул 


вв Х, 5 


откуда ныземы 


(3) 
и внося это въ (1), получимь, такъ кавъ 


п(ь — 1) 6423). :. 
1.2,.8...т 


о" 


обратитея въ 


ВХ — 4—2... (Хата. 
`1.2.3...т.В” 


(Хэ - 


— вабдующую форнулу: 


ХЭМ А, + 


} ты 
еН.- 


д Ди, 
"ВЫ 1.2 ъ 


(ХХ... Ех Аи 
} — рые р (4 
1.2.3...щ. Й 


[режет ПО)... (ибн) Аи, , 
1.2.3:..0. м" 


Въ послёдиемь члешб мы сдфлали подетановку (3) лишь въ чиели- 
тель. Эта формула, накъ видимъ, предетавляеть ‘разложеню фунеши м, 
по фавтореаямь (Х- "в =071,2,3...#], и бели, отрёшивишеь 
оть (2), станемъ Х считать за перемфиное, предетавить нолиножв сте- 
пени п относительно Х. Для еформнровайя входящих въ эту. фор- 
мулу разностей мы должны зиатё для значенй 2: 


ож, НЙ, и--ЗА,... З--ВА, {5} 
числомь и-- 1; соотвфтственных значещя фувещи и: 


Ч, Иа» Но, Иной Из {6} 
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легко проварить, что, полагая Х равнымьъ одному изъ членовт, ряда 
{5), мы получниь соотв тетвенный членъ ряда (6) дял зваченя поли- 
нома (4), и, стало быть, этоть полиномь представляеть фунецю, пря- 
нимающую данных значешя для данныхь значешй х, и потому рыша- 
еть задачу параболичеехаго интерполировал!я въ разсматриваемомъ 
елуча равныхь промежутковъ между значенями 2. 

Въ самомъ дёлЪ, полагая въ (4), 


[© Х=е--ть, 
мы узидимъ, что ве члены, слвдующие за ш-ымъ, обрататся въ нуль, 


в коэффищенты остальныхь по сокращени на №, тавъ кавъ изъ (7) 
слфдуетъ 


Х—« 


* ”, 


превратятея соотвфтетвенно въ С", Су,... О, и мы получины 


ити, -- СРД, РА... 0 А"ы,, 


кавъ то слфдуеть и изъ (1}, полагая я==т; слЪд. нашь полиномъ 
дЪйствительно приметь звачене и, Дн Х==х-рть. Итавъ овъ 
уховлетворяеть вебиъ требуемымъ усломямь, — Формула (4) и ееть 
Формула Ньютона для внтерполироважя. 

51. Для нахождешя значеня функцм и, когда Хх, тд 2, вна- 
чене, лежащее между которыми нибудь членами ряда (5) пред. $, 
стоить только въ форитлё (4) подставить 2, вифсто Х и произвести 


указанпыя дЪйстйя. Для удобства вычисленй эту формулу представ- 
ляютъ такъ: 


ее мч 


и начинають вычислеше съ знутреннихь скобок, т. е. зычисляють 


сперва: (== я 
* 


4". придають къ Д””и,, помпожають 


х 2) . - 
сунну на | »), придають произведеме къ Л” 1, по- 


— в — 


ХВ 


„—а *, прадають въ Д"*и,, ит. К: 


множають сумму на ( 


2. 


Хх. 
наконедь посяфдиюю полученную сумму помножають на —- 


дают въ и,. Пояснииь это на принфрф, взатомь изъ „Вейром, Тебе: 
БиеВ Чег Брьйхзерей' Азёгопоные" Вега 1862. 8. 23. Пусть требуется 
найти гемоцентричесвую лолготу Мерпумн въ среди!й полдень 5-го 
Января 1850 г. хзя Берлинскаго мерихана. Въ Берлинскомъ календар% 
значутся для этого года сяфдующя долготы, при которыхь мы’ лом 
щаемъ и ихЪ разяости до пятой включительно, каждую противъ проме- 
эжутЕа между тФин, изъ которыхъ эта разность получается, ‘согласно 
уетановившемуея у ветрокомовъ обычаю: 


и пря- 


и, Ди, А, ды, А, Ам, 
Янв. © 308925’ 1”,5 
+ 6941'50°,0 
2 310% 651",5 -- 18948". 
То 0'38",0 +244" 4 
4 317 7729",5 21732", 4 + "д 
7922'10",4 254",5 А 
6 324029'39",9 24726", «т 
746'37",3 2'59"2 
8 332016'17°,2 27726" 1 
8914 "4 


Ю 340030'20",6 


Здфеь р ==2, д=0, Х—х=5; сд. 


5 3 „Ха 1 

ы и 0, 166 

Х—&— 8 } Хх. й 
48 и ВВ ,3; 


Потому будем инфть: 


помножаемъ на 


похучаемо 

придаемь 

получаень . Нл 
ломножаемъ на хат х — 0,195=—= 
получаемь ” Ш 7 
придаем: -{- ДА == -- 944",40 


-- 18'48",00 


= 19'15",16 
—=—* 


{+ 14/26", 37 


Аи, = 641’50" со 
+ 6156716 16” 787 


17520'40*.98 
-303095°1",50 


20745'48”,43. 


искомая долгота 


Если бы пренебрегли иятою разностью, то вибето 42”,48 получили бы 
42",50, — больше ва 0,07; такою: погрённоетью въ разоматриваемомь 
случаБ можио пренебречь, а потому въ правтическомь емыслф правиль- 
н\е было бы начать вычислеше еъ четвертой разности. 

52. Вь формулу Ньютона входять разности, относятщуяся въ аргу- 
менту х, для вычислен!я которыхъ необходимо знать №, Мула + 
ия" Часто предпочитають пользоватиея разностяни, выведенными 
изъ значенй фунещи, отя5чающихь тиф значешямъ х, откосительно 
которыхь, то, для котораго значене и, ищется, лежитъ почти посере- 
дин. Такъ напр. дая н==7, если то значеые х, для котораго надобпо 
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проинтерполировать, находится между хи 2-|-й, можно воспользовать- 
ся значениями оть ии ДО и, а; Таблица значенй и, и разностей его 
будеть такая: 


Не 


Изъ формулы Ньютона можно вывести двф формулы, которыя будуть 
содержать разкости этой таблицы, прилежан я либо къ горизонтальной 
чертЪ, проведепной въ этой таблиц между м, и Ды,, либо въ гори- 
зонтальной черт%, проведенной между и, и Ан, ,. Лли получешя пер- 
вой изъ этихъ формуль, надобно ввести въ формулу (1) $ 50 выфето 
Ан., АЗа,, Аз, и т. д. ихъ пыражещи чрезь ве разности до при- 
легающихь къ пертВ, ироведенной между и, и Ан,, именно сл 


А‘, = Аи, ‚ -- АЗ, ,; 
= А ны А, в; 
Ди, Ач ЗА, НА, и Ан, в; 


В ; р , м 
ви АР Ви, тр Аи Е Аи; 


бо Дм А, и Ааа» 
=*) ибо ярохф предыдумаго: 
де 


танъ вакь 


ищи Аи-ы 


Тихомандрии с, Пурсь теорш яонечи, разностей, 
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Подетавляя это вь формулу (1) 8 50, получимъ для коэффищента 


при ДА, ,: 


„ое. 
© 1.2 


для коэффищента иря ДЗа,_,: 


сеном = Е 1—1. 
ЭР == 03 ; 


хля коэффищента при Д\и и: 


оананы = в —0@—?2., 
бб, 4 1.2.3.4 ы 


для коэффищента при Аб, 2: 


"+ <} сирен 


свет Пепе, 
5 77 1.8.3.4.5 : 


длин воэффимента при Ди: 


оао чены 


2 РЕ паи, 
<” 1.2.3.4. 


дяя коэффищента при Д”и, и Также точно найдемь; 


вып). 
1.2.3.4.5.6.1 


Завонъ коэффищентовь уже ясень, и наша формула (1) $ 50 обра- 
титея въ такую: 


— 6 — 


=(и—1) би) 
Чите о ДА, рут А 
(яна) (ии) 
аа В.Б Ам, 


| НН Ино Иы- 9—3) „5 В 
1.5.3.4.5.6 Аи, = 


о-в 8) , 
1.2,3.4.5,6.7Т А? = т 


т. д. 


Подетавлля сюда 


—# 
5” змфето я, будемъ имфть искомую формулу: 


ихзеи, | р. Ди их и, ь- 


НОС 
1.2,3.4.1* 


„| 


} 
Хай э НОО Хи) АЗ | 
1.2.3.4.5.1° ии Г] 


ит д, 
хоторан выниеляетея на правтикВ въ тохь же порядёф, кавъ и Ныю- 
тонова формула. 


Отеюди легко получить и ту, вь которую входятъ разности, приле- 
тающия къ чертЪ, проведенной между и, и Ан, Для этого стоить 


и’ 


только замфтить, что 
Дн = Ан, РА, у; 
АЗиь = АЗ, Ам 
Аи Зи, ит Аи, в; 


ит. д. 


©) 
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Когда изъ этихъ формуль внесемь нъ (2), то увидимь, что коэффи- 
щенты разностей нечетнаго порядка останутся тфже; иъ каждому же 
воэффищенту разности четлаго порядка прибавится предшествующий 
ему коэффищенть, и кахъ 


+ 
оен=он 


а 


то формула (2) перейдеть въ такую: 


{ 1 П(я—1 
паи: Ди, тия их Е СУ ) ыы 
(и-—|-2Хи-Н1)и (1) На) (и— 2 
[© и Ач, и Рамы 
4 
(и-|-3)а- ВЕ ржи 1—2) ‚ 
. Т.2.3.4.5.6.8 Ам. = 
бо) д 
‹ ' 1.2.8.4.5.6.7.М е-и 
и т. д. 


х— 
подехавляя сюда 2 выфего и, будемь имфть: 


й 


Хх —1 
+8- тов = Уи 


0% ЕСС а-я ха) , 
В.о Ач, 


+9 а-Н2ХХ- ОСН 2—1) (Х—#—2) 
1.3.3.4.5. 


Ди 
‹ 


итд 


Зауфтимт, что чаето на практик для увеличеня точности, въ по- 
елфднемъ членф формуль (3) и {5) вифето показанной нами разности 
беруть среднюю ариеметическую изь обоихъ значешй этой разности, 
врилегающихь съ объихъ сторонь къ упомянутой выше черт%. 
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58. Возьнемъ ддя поясненя фориулы (3) пред. $ тоть же примёръ 
$ 51. Тенерь х будеть == 3, в Х==5; слёдовательно 


ХХ _1 ХА 
2. 


ат, } 
вв В | 


6,5; 0,25 


Ъ 2 


по сдБланному выше ($ 48) замбчанию мы ограничиваемся четвертыми 
`разностлми, но беремь ихъ нолусумыу: 


нет 
о (Ачиь ЕСИ т ® 


зомножаемъ на 


получаемы: 
придаемъ: 


получаем: 


помножаемъ на 


получаемь: 


придаенъ: 


получаем»: 


— 5'44",6 


43170 729",5 
мевомая долгота + 320945'42",4. 


Если желвемъ вычнелить туже долготу по формул (5) предыдуща- 
го 8, мы положииь 2=6, а Х=5; тогда будеты 


Х-#_1 о ХИ 1 РА 
р р 65; 5 4—5; 
Х—#—№ з „Хе _ 3 .. 
— _ 6-95; 4 в = 0375; 
манат „ 
берешь ( ыы А.) = риа т 
помножаемъ на 0,375 
получаем: > о 4 2,8 
придаем: Ди, и==-- 2754" 
получаем: =” 2573 


ломножаемь на 


получаемъ: — 1728",6 


придаемь: --24'26"9 


получаень: = 22758"3 


+ 0,25 


ов 
7022'10",4 


— 384357", 
и, == -- 324029'39",9 


искомая долгота = 320645742° 4. 


Примьчане. При вычислени по формуламь (3) и (5) предыдущаго $ 
можио пе обращать внимая на знаки, а поправлять каждую раяность 
такъ, чтобы она приближалась въ стоящей по другую сторону горизон- 
тальной черты, проведенной кажъ сказано выше. Въ самонъ дЁлЬ, вы- 
числия по первой формул, въ разности порядка 2—1 мы придаем: 


х- Г 


Х-&—М — — 
о ми АР ны; 


но, катъ 


хи 
в <, 


ибо Х—х<, то знакъ будеть противенъ знаку второго множителя; 
лотому, если 
2-1 24-1 

дить, ы, 

то будете 
28 28 
попранлениая Л. „кис Аи ри, 

слфдовалельно приблизитея въ стоящей по другую сторону черты раз- 


р 
ности того же порядка. Въ разности же четнаго порядка Л из 
прабалляень 


— Аи) В 


но какъ здЪеь 


то звакъ поправки будеть одинаковъ со знакемъ второго множители, и 
потому, если. 


ии и, 


чо также будеть 


Хх = 
поправяениая Д” ры АА, в, 


слфдовательно опять приблизитея къ стоящей по другую сторону черты. 
Вычисляя по второй Фформулф, къ разности нечетнаго порядка 


Аи, и придаемь 


Х—з- Хх р эк... 
О а) 
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здАмь д— Х< А, а потому первый множитель положительный, волёд- 
стве чего, если 


2-1 р 


А 2 А Ч ы» 
тон 


р = 
полравлевназ ДА ии ы и» 


и ел6довательно криближается къ стоящей по кругую сторону черты. 
Бъ разности четнаго порядка Ан, въ этомь случаВ придается 


Х—2—в 
ет 


Х—#—Н 
[ет 


ан = = . 
А тн щи = (А ч„в— А ца}: 


но тавъ кавъ первый мяожитель здфеь отрицательный, то, если 


ео Е 
А ии и, р › 
Зулетъ 


Е р 
поправленная ди и5 А и, 


елЪдовательно тоже приблизится къ стоящей по другую стороны чеу- 
ты разности того же порядка. 


54. Для того частнаго случая, довольно часто вотрфчающагося на 
практикф, когда требуется (какъ въ нашемъ прихфрЁ) вычислить зна- 


. ; 1 . 
зене функши для Х==з-- э*, можно вызести изь соединешя этихъ, 


формуль новую, которая скорфе будеть давазь искомую величину. Пе- 
репищемь формулу (3) 8 49 въ тахомъ вид: 


Х— Хм 
и, | А*.- | т 


- 


Хх 
4.1% 


и тавже представимь и формулу (5), перемфвивъ предварительно къ 
ней г на ий: 


1 
Ноложимъ теперь Х=#5^ вЪ обфихь формулах; получимы 


и кА #4 | [5 
. (3) 
3 4 1 5 
ам мин. 
м, ча ЗА“ 25% 34. 
(4) 


На Аьн.. 


легко видфть, что по раекрыти свобокъ возффищенты при разностяхъ 
нечетнаго порядка будуть равны, но св протизнымь звавомь, тогда, 
хакъ козффищеяты разностей четнаго порядка будуть равны и охина- 
коваго знака; но эначеня х будуть въ разностяхъ четнаго порядка не 
одинаковыя. Вояфдетые этого, взявъ полусумму (3) и (4), мы получихь 
формулу, изъ которой нечевнуть разности нечетнаго порядка, & выфето 
разностей четнаго порядка войдутъ полусумиы изъ т№хъ зваченй ихъ, 
которын въ нашей табличк® прилегають съ обфихъ стороъ къ гори- 
зонтальной чертВ, проведенной чрезъ промежутокъ, тд лежить данное 
значеню х, для котораго производится интериолироване. Эта, форму- 


ла будеть: 


} 1] 1/2 В 
и оны) В (мьнекам) | 


Ань ^%-) -]--}- 


Примфнямь эту формулу къ тому же примбру. Беремь полусумму 
четвертыхь разностей, прилегающихь въ черт: 


. (5) 


1 - 


|= 


(4+ м.) 


помножаемь на 


получаехь; 

придаемь: 

получаемь: —- 22'58",4; 

1 

помпожземь на _з, 
получаемь: "52",3; 
придаем 1 +) == -- 320048'34",7; 
получаемъ: 32094; 42". 4. 


55. Раземотрённая задача, которую можно и такъ выразить: между 
двумя послфдоветельныхи значевшями и, вставить среднее, т. е. для того 
значешя д, которое лежить ло срединЪ промежутка оть 2 до 2-й, 
предетавляеть частный случай другой бодфе общей захачи: раздВлить 
первоначальный промежутовь отъ д до х--й на #--1 раввыхь частей 
и вычислить зизчены и, длн получаемнхь такимъ образомъ  проме- 
жуточныхь между хи х--Р значенй. Необходимость подраздфхять 
интвркалы значенй х какой либо таблицы значен!Й и, представляется 
инотда ва практикЪ, преимущественно въ астрономи, Леверье (еуе- 
гег) въ 1 том „Ациаез ФОЪзегающе ппремее ве Рах8“ показал 
какъ можно решить эту задачу; къ э1юй статьБ Леверье мы и отсы- 
лаемъ витересующихся этой задачей, 


56. Илтериолирован!е предетавляеть и обратную задачу: нмфя рялъ 
зназенй функции: 


п Но Иль Идо Ида 


отвБчающихь даннымь значенямь независимой перемфиной: 


х, А, Е 2В,.. 5-Е, 


найти при вавомъ значеши х, независимой перенфнной функ{я прики- 


изеть данвое значеше а. По формулф Ньютона для интерполировая 
умфень: 


[9 


изъ этого уравнещя и вздобно найти то значеше х, при которомъ 
#х=8. Но здёеь одинъ изъ корней уже отдфлень; дВйствительно, если 


Чена За Зиурь, (2) 
то корень аа будеть удовлетворять перавенотвамт: 
2 < «РЕ; (8) 


слфдовательно, если внутри этого промежутка функщя все растеть, го 
ова только одинъ разь можеть сдёлаться равною а, т. е. для одного 
значешя 2), слфдонательно 2-- № и #-- Е-РТА будуть частиыиий 
пред\лами этого корня; остается въ такожь случаЪ тользо еблизити, 
ихь. Это можно сдфлать, дфля ивтерваль этотъ пополамь и вычисляя 
(по формул пред. $) значене и; для Х-=х--Ь- ЗА; затёнь под- 
раздфляя на див меньнИя тоть изъ двухъ интерваловь, на которые 
развдфлитея первоначальный, въ котором® по сравненю съ а величи- 
НЫ и, .ь,Ть ОБажется должепствующимь лежать 2); затВиь также по- 


ступая съ тив изъ имфанцихь получиться, въ которомь долженъ на- 
ходитьсн 2, и продолжвл это до тёхЪ поръ, пока разность между об0- 
ими прехфлами этого корня не будеть меньше допусваемой погрёшио- 
ети, мы найдемь 2) съ требуемой точностью. Можно приближаться уъ 
ворню и другимь епособомъ, болЪе употребительнымь на практикЪ. 
Легко получить изь (1); 


Х—2 


* Хх 
Й 
А ь 


Аа, --. 


обыкновенно за = беруть ниже! предфль; если разности второго и вые- 
шяхъ порядковъ достаточно малы, то для перваго приближен отбра- 
сызають въ знаменателя веф члены, начиная со второго, и получиють: 


в— 


Х = {3} 


(2) 


это значене ветавляють въ знаменатель, въ котором удерживають 
только первые два члена; такимь образомъ получаютъ второе прибли- 
женное эначене корня: 


в—, 


5-Е 


{4} 


310 значеше корня вставляютъ опять въ знаменатель {2), удерживая 
опять лишь первые два члена, что доставить третье приближенное зна- 
чен корна: 


45) аи —— 5 


Ди РВ 


и это продолжаютъ до тБхь поръ, пока удерживаемые десятичные зна- 
ки не перееталуть изыфнаятьея, Мы пояенимъ лишь этоть послфдий 
с1060бъ прымфромь, именно найдемъ, котда для Берлинекаго мериза- 
ва въ 1850 году долгота Меркурм была — 320948'34”. 

Изь (2), отбрасывая въ знаменателе во члены, начиная съ третья- 
70, и вновя вифето и,, Ли,, ДА, ихъ значеня изъ таблицы долготъ 
Меркуря (8 51), мы будемъ имфть тавую формулу для вычиелены по- 
«лфдовательныхь приближенй, принимая х=4; 


320048'34",7 —31707'29",5 


Х=4--2 - 
7992'10" в = 2 416",5 
т. е. 
64 1'5” 
© хача — Сато, 
1092'10" а: во" 


Отбрасывая для перваго приближеня второй членъ знаменателя, 
олучимъ: 


2790010" 
ато" 


согласно съ прежде полученнымь результатомъ. Чтобы получить второе 
ириближене, мы полагаеиь въ знаменатель формулы (6) Х=5; 61- 
демъ имфть: 


—п- 
7022'10",4 
7093'10*4— В 24'26",6 


ЖЕ 


=4-+ 1,01401 =5,01401; 
слфдовательно второе приближеше 


Хх, 


5 еут. 20'10"46. 


Если требуется найти еъ точноетью до одного часа, то видимъ отею- 
да, что перваго вриближешя уже достаточно; если же требуется точ- 
ность до одной минуты, тогда надобно найти и третье ириближене, 
воторое будетъ: 


28530",4 
№4 55304 обМОт 146679 


= 5.01040 в. =5°0'23'36 


сяфдовательно потребуетея въ зтомъ случа 4-0е приближеше, а мо- 
жеть быть и пятое; предоставляемъ это читателю рфшгить самому. 

57. Изъ формулы Ньютона для иптерполированя совмфетно съ фор- 
мулою Тэйлорх можно вывести формулы для интеполированя ароиз- 
водпыхь разнаго порядка. Для этого стоить только разложить первтю 
по стееплиь Х— 2 и сравнить со второю: 


тогда сравнене коэффящентовъ одинаковыхь степеней Х— 5 въ 06%- 
ихь формулахь доставить искомыя формулы для интериолярован!я 
производныхь. Понятно, что эти формулы будуть точными лишь для 
и, == полиному стелепи в: для веФхь другихь фунвий будуть лини, 
приблизителюныя. Мы ограничимея однако лишь этим указашемь, пре- 
доставляя вывести эти формулы читателю салом, 

58. Форуулая Ньютона рфшаеть аёдачу иараболическаго иптериоли- 
рования въ случаЪ, хогла данных значения х образують аризметите- 
скую протрессто; формула Лагранаа р\миаеть ту же задачу въ боле 
общемь случаф перазпыхь промежутковв между постбдовательныхи 
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значенями нозависимой перенфнной. Пусть зпачешямь везависимой 
еремфипой: 


и) 2 в, 2,9, 
отьфчають значетя функщи: 
[2 шуме, 


тд для краткости написано и, вмЪсто а, . 


Положимъ 


{3) Из) ={@— 20 (#— 


-(8—я,); 


тогда, означая чрезь /(х) какой либо полиномь степени в, будемъ 
имфуь, какъ то извфетно изъ теори разложеня ращональныхь дробей 
на простфйшия, слфдующую формулу: 


@ У. 1, 
К) АТ) #— м 

отвуда 

(5) 


Примеяъ теперь 


тогда будеть 


_ и Р_ 
® У рые 


требуемая фунищя, т. е. функщён стеленн ®, принимающая для дан- 
ныхъ значений х [радь (1)] соотьфаственно даняыя значевя м, [ряд 


(2)]. Дъйствительно полагая &==,, веЪ члены сумны обратятся зв® 
нуль, для котерыхь : не==й, ибо тогда 


. 0 
членъ же, для котораго ;==й, обратится въ 5. ибо 


Вар _ 
2—1 


но, раскрывая эту неопредфленность по правиламъ дифференнальнаго 
исчисленя, мы найдемъ: 


9 | _ Ее 


бы 1 


Е’); 


слфдовательно зтотъ членъ будеть 


т.е. 
Кай =и,, 
хакъ и требуется. Что это есть полиномь степени и, то это слфдуеть 
Е) . п 
изъ того, что степень есть п; козффищенть же при 5”, во всей 
= 


сумм, т, е. 


хакъ то извфетно изъ теор разложеня ращопальныхь дробей на про- 
стЪАшШая. Впрочемъ это прямо будетъ видно, если, зач тиЕЪ, что 


ее.) =), 


и 


ое. (в -фа, (а яна) 


паляшемь формулу (6) 1 ехйепзо такимъ образом: 


— 80 — 


(2—1) 51)... (@—1,) 


@— 
&) У 2. ера, ев). ва) 


= 


Это и есть формула Лиранжа. 


59. Если степень в полинома, которымъ желаехъ представить пеиз- 
зфствую фунвцию, которой даны в--1 значенй длл тажото же числа. 
значенй независииой перемфнной, меныпе чиеда, этихъ значений бол%е 
чём па единицу, то задача ваша при произвольно-выбранныхь зваче- 
вахъ функции невозможна. Въ такомъ случа обыкновенно подчиня- 
ть искомый полиномъ тому условию, чтобы сумма квадратовъ зогрили- 
ностей, т. е. разностей между данными значешями фувкщи и зкаче- 
ями полипома для тфхъ же соотвфтственно значев!й независимой пе- 
ремфиной, была наименьшая. Если искомый полиномъ есть 


а) Ро) Рая Ра... Кант, 


то Е(з) — и; будеть погрьшноеть, съ которою этоть колиномь дает 
для искомой фунвши требуемое значен и; при 2=х;, и кооффин- 
енты его опредфлятся тогда изъ условЁя, чтобы функщя коэффицен- 
ТОВЪ 4, 1, №... и: 


® У (ь нон. 
у : 


представляющая сумму кнадратовъ погрышностей, была пнийват. ЗдВег, 
данных злачени независимой перемфыной и функщи обозначекы какъ 
и въ предыдущемъ $. 

Для нахождены такихъ значенй в, @1,..-.а„, при которыхь Г 
будеть имфть наименьшее значен:е, мы должны по празиламъ диффе- 
рентиальнато исчислен!я прираввять нулю частныя произподвыя отъ У 
по этимь величинамь; это даеть намъ и --1 уравненй такого вида: 


@ у [алааый роса 


94, 
ы 6 


0,1,2,...#] 


— я -— 
или, дфля на 2, раскрывая скобки и перенося посяфдьйй чденъ на право: 


= = = ы 


вунть у" та у зы ее уд = (4) 


2% = 


[&=0,1,2,...2]. 


РЫышая эту систему ш--1 уравыешй по ж--1 неизазетнымь а, а, 
-..-@„ и получимъ ихъ значемя, предетавляемыя формулою: 


Аа 


та 


(©) 


На практик® предпочитать, сафлуя Гаусеу, рЫшать эти уравнеша, 
преобразовавши данную систему въ другую, въ которой одво уравшене 
содержало бы одиу неизвфетную, другое дёф, третье три и т. д., по- 
слфднее т-Г1, чего кажъ извфетно можно достигнуть, исключая спер- 
ва одву неизвфстную изь вефхъ уравнешй, 8 иевлючещемь одного, 


Тихоминришии, Курсь теор ковели. разностей. 6 
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зазФыь изъ вофхь получепинхь такимъ образомь за иеключенемь од- 
ного еще одну и т. д. пока ве останется одно травнене съ одной 
неизвфетной; рЁшая мослФднее и подстазляя въ предыдуня, зат\иъ 
посафднее изъ полученных» такимь образомь и подемавияя вЪ оствль- 
ных изв нихь, и продолжая это хо тЁёхъ порф пока пе дойдемъ до 
нерваго уразнешя, изь котораго найдется поелфдияя неизвфетнан, 
мы будемъ имфть значения зефхъ неизвфетныхь. Выииеываль сиетему 
преобразованнихь тавимь образомъ изъ (4) уравненй мы не считаем 
необходимымъ, 

60. Что касаетен до самого нанменьшаго значешя У (2), то оно 
найлетея лего такимъ образомъ. 

Положим», дли краткости 


(1) Из) = ваза... а”; 
тогла. 
© у=у (те - «) , 


что можно и тввЪ нарасать 


® у Ул (ве „) 


= 


во изъ (3), которое теперь такъ папишетея: 


4) Е (т —) 
5 


5 9 


[&=0,1,2,8...ж], 
помвожая на а, и суммируя по # оть 0 до в, получимь, такъ вавъ 
по (1) 


Выза 


©) Иа) = Уи, 


> 


слфдующее: 


{в) 


‘на основави этого равенство (3) приведетея къ такому: 


у У — и) . {1) 


или по (5): 
в Ав 
т= ( _ чм) , 
или 


(3) 


‘такимъ образомъ это паимепьшее значеше У выражаетея линейно трезь 

ноэффищенты полиноха (2) и найдется, когда они будуть пайдены, 
61. Величипа, получаемая отеюда чрезь дфлеше на п-|-1 (число дан- 

ныхь значеый функши) н извлечеше квадратваго кория, именно 


уе , @ 


га 


называете среднею вероятною портыиностью (етеепг тоуеппе & сгайи ге); 
вехи опа превосходить ту, поторую можно допустить, то это служить 
указанемь на то, что искомая фупкщя не можеть быть съ требуемын 
приближещемъ нредетавлена нолиномомъ степени и; въ такомъ елу- 
ча% надобно испробовать, нельзя ли предетавить ев полиномохь степе- 
ин испосредстленно высшей, т. е, т--1, для чего пришлось бы ие- 
редфлать всё вычнелены вновь, что было бы весьма утомительно. Ака- 
демиеъ П. 4. Чебышевь дать другой енособъ парайолическаго нитер- 
полированя, пе требтюций, чтобы степель полипоха была впередт за- 


дана; мы изложихь этоть епособъ мь слёдующнхт 55. 
82. Еели мы хотихъ прибавить въ искомоху полипому одниъ сл] 


дующ члевъ аи”, то травтул новый полиномь кавъ прежийй, 
мн получимъ систему уравнеши вида (4) $ 59, по съ одцяхъ членонъ 


* 


= — 


лимнимъ противь тЪхъ, и чиеломъ самихъ уразнешй на единицу боль- 
шимь; отеюда и дли коэффищентовь ниешихъ степопей должны поду- 
читьен друга эначеныу слЪловательно поправка къ найдекному изъ (4} 
полиному 2х) будеть соетонть изъ полинома степени и--1, который 
мы означимь, вынося за скобки коэффищенть А„„: наивыетаго его 
члена, зрезь 


@) Ааа @), 
(ЕДЪ коэффищенть при а"И въ а {2} слЬдовательно есть единина, 
такъ, что повый полипомъ, степени в -|-1, при помощи прежде най- 
деннаго такъ выразится: 


(2) Ма) Аа), 


и прежчая функщия У замфнитея такою: 


(3) тель } 


= 


хоэффищентн полинома ф,„ 4+) * и Ал надобно опредфлить изъ 
условя, чтобы У была шипит. Налисавь У тавимъ образомъ: 


@ (а-ныво- (+ а), 

= 
мы, получимь, дифферепцируя по а’, &=0, 1,2,8,.,. т) в № 
Ал, и приравнивая результаты нулю, тавую систену уравнешй для 


ихь опредленя: 


1 6) 
(5) ра Ученые — =, 
[1=0,1,2,3...т], 
р 
1 9 х 
ор оу (аиныие (и Ре виде. 


№) ить мы озявяшиь трель а! (6=0,1,8...и), 


Но ло (4) $ 60: 


У(ны 5 = 


=) 


; (1) 


на основани этого уравнене (5} приведетея къ такому (отбрасывал 
общий множитель веёхъ членовъ Аш): 


У Ч ы- обеде 
[= 


ТЛВ 4 =0,1,2,...; и это составляеть полное чиело условй, 
необходимое и достаточное для полнаго опредфленя полинома стенени 
в--1, коэффищенть при наивысшей степени х въ которомъ равенъ 
единиц; уравнене же (6) можно сперва такъ написазь: 


(8) 


у У(4 — 26) ч.6; ©) 


то 


. А 
но изъ (3}, помпожая его на коэффищенть при 2 въ 2х), т.е. аи 
суммируя по $ оть 0 до т, получимы 


10) 


ча осповавш этого равенство (9) окопчательно тавъ представится: 


У (ео) = Уи, (2). 0 


Когда %„.(2) будеть опредфлена, тогда отеюда иолучитея 4... , 
именно мы найдемь: 


няне 
Е <) 


ва) 
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что же каезется ло ф, 5), то ола зполнф опредфляетея изъ условий 
(8) пред. $ какъ увиднуь инже. 


68. Эти условных можно обобщить: если (2) полиномь схенени пе вы- 
ше, то 


6) Кедра) =0; *) 
дЪйетвительно, осели 
(2) До ие" ...--6”, 95; 


то (1) такъ можеть быть написано: 


ие Ны У ииады--.. ры Ури = 


= = = 


& это равно нулю тождественно, ибо влждый членъ по (8) мред. 5 от- 
дбльно разень нулю. Въ частности, полагая. 


К) = ри®), 
тд #5т, и (=) полиномь, обладающий подобнымь же свойствомъ, 


ло отношению ко венкому полинону чисшей степени чёмъ онь, мы бу- 
демъ лыБть 


в води инд. 


ели же положимъ 
а, 
то, какЪ ра", тдф $(2) степени 2, будеть по (1): 


*) (10) прехыдущаго $ представляеть частный случай этото равенства, 


— 97 — 


У -у Е @) 
8 


= 


это очевидно не равно нулю, вакъ сумуа квадхратовъ вещественныхь 
звеличинъ. 

64. На основаши (3) пред. $ и сяфланнаго относительно (4) замфча- 
я, можно веяю подивомь стенени ж-{-1 разложить по фуннщямь 
+); лйствительно пусть 


ее... Радий п с) 


Тавой ПОЛКПОМЪ; МОЖНО ПОЛОЖНтЬ: 


о-в -ЕВ Е Вада--... Ви НВ, ад, 


(ем. $ 16); помножая на %;(2), полагая х==х,, гл $=0, 1, 2...м, 
и складывая получениыя результаты, получимъ на основая]и (3) пред, &: 


Уве в, У (2). 
Я 


=) 


откуда 
У ежи 
2... . (3) 


у (=; 


ве) 


65. Теперь мы въ состолим локазать то прелложене, что условями, 
{3) $ 65 функша ф„..(2) опредЪляетея до постояннаго иножнтеля. ДЪЯ- 


ствительно; пусть кромф Ф„:1(2), также и Ф(и)-степени (т -- №) отно- 


сительно д, удовлетворяеть тдмъ же условимт, т. е. что 


аи 


Увелди 0, 


7% 


тд &-—0,1,2,...т; по (2) пред. 8 это можно такъ паписать 
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в, Утик -- в, У иене +. 


+ву (ыы ›} +в. нежнывано: 
2 = 


а это по (3) $ 63 приводится въ такому: 


ву ‚(2 =0; 


по вакъ мпожитедь при 8, не==0, то само 8, ==0 для 3; но тогда 


[2 Яд В, и, 


что и выражаегь предложен. 

66. Условя (8) пред, & и боле общё (1) $ 63 эквивалентны усло- 
щямь (8) 3 62, изъ хоторыхь мы ихь выше получили, нбо наобороть 
изъ (1) сфдуеть, беря для (2) полиномы степеней 0, 1,2... № съ 
произвольными возффищентами, такой рядъ уравненй: 


{ у=а 
| ® Уреыке =; 
| ь Урон ьу Утенель =0; 
(3) х=ь = Се . 
| ь У». не ый уже у Уненым  —0; 
ря У Они у фиедиг. 0 у ад! = 0: 
‹ "=0 1—9 ВЕ 


опредфлитель изъ коэффищентовь которой при ж--1 величинахь: 


(4) у „не, у чьих, нам 
5 5 =] 


будучи разень 
ВЫ... 6", 


(такь вакъ элементы по одну сторону главной дигонали равны нулю), 
пеетда отличенъ отъ нуля; откуда язь (3} слфдуеть, что каждая изъ 
велизчинъ (4) равна пулю. 

Приньчане. Можно было бы взять т-[- 1 независимыхь другь оть 
друга полиномовъ одинакозой схепеки; тогда опредфлитель изт ихъ ко- 
эффищентовь пе будеть =0, и мы изь того, что вторыял части этихъ 
уравнен суть нули, выведень тоже самое заключение. 

Итакь условя (8) $ 62 и (8} $ 68 экивалентлы, а отсюда слЁдуеть, 
по доказанному пъ пред. $, что в условыя (8) $ 62 вполнф опредёла- 
ють фуикшя Фи), канъ было сказано въ $ 69. 

67. Предполагая 2) схепени О, затбиь 1,2, ит. д., наконещь 
эя-ой к опредфляя послЬдовалельныя поправки изъ условый (8} и Аа 
и0 формул (12) 6 62, будемъ имфть такое выражене для полинома 
Ех), удовлетворяющаго уеловно, что сумыа 


ту (ни } @ 


Е 


воть тиши; 


Уи) 


4 (2), (2) 


›.) 


ТдБ вс +,(=) опредфлаются изъ услошй (8)$62. Можно и прямо пока- 
зать, что этотъ полнвомъ даеть инииния 7. ДЪйствительно, полиномъ, 
Ех) стенени т можно предетавать по $ 64 такимъ образомъ: 


Ка) = Кр -- Кр... Кыж.@), (3) 


тдЪ неопредёленные коэффиценты постараемся опредфлить такъ, чтобы 
У было ниилашит. Для этого полагаемь: 


@) 


1 
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2 


р < В и) 
. У (кодеин... Крыау--..Екикыа) м) 5, 


[№=0,1,2,3... 2]; 


что приводится по (8) $ 63 въ такому: 


откуда 


(6) 


кавъ во (2). 

68. Формула (2) предыдущаго $ дана академикомъ ПН. Л. Чебыше- 
зымъ, который похазаль при отемъ, что фувещи %„(2) сущеетвують и 
суть именно знаменатели подходящихь дробей той непрерывной, въ 
которую разлагаетел дробь: 


[у 


Для доказательства этого намь остаехся тодько показать, что эти 
знвамелатели удовлетвориютъ характернымт для этихъ функций условямь 
(3) $63; тогда но8 68 вены друмя подобных функти будуть отличать- 
ея отъ этихь знаменахелей ностоянными множителами, а эти поедЪя- 
не, казъ легко видфть, чрезъ сокразцене каждаго члека формулы (2} 
въ осдфльности уйдуть изъ этой формулы, такъ что нодъ %;(#) въ пей 
мы можемъ прямо разумфть знаменателей подходящихь дробей той не- 
прерывной, въ которую разлагаетен дробь (1). Для этого же намъ на- 
добно раземотрёть разложене функщин (1) въ непрерывную дробь. 

69. Очевидно 


1 _Г® 
о у Го)" 


если положить 


Ко) = (ват)... (в-— а, ® 


танъ кавь ноф корни этого полинома неразные и вещественные, то ридъ 
Штурмовыхъ фунвшй, выведенных изъ него, будеть состоять изъ #-|-3 
членовъ, изъ которыхъ каждый будеть степени ва единицу яисшей пред- 
иветвующаго, тавъ ван» первый члемь ряда есть полиномъ. степени в -- 1, 
а поелфди!й степени 0 *); велфдетые этого яоЪ частныя при дфлени Д2} 
на его производную (2), ['(=) на осталокъ этого дфлемя съ измВиен- 
нымь знакомъ, и вообще каждаго остатка па слфдующей, будуть первой 
степени, вавъ то слфлуеть изъ соотношеня между тремя послдова- 
тельными функцими Штурма. Полагая а, =» --1, (степени (2), мы 
дёлимъ произиедене ах) на {“(2); частное будеть вида х— 1; оста- 
токь съ изивненнымь знакомь означимь чрезь (2) и въ немъ козф- 
фищенть при наивыешей степени х чрезь @;; дфлимъ затЪмь в.[Г(т} 
на &8(2); частное будеть вида х— $; остатокъ съ изизненнныыь зна- 
вомь озвачимь чурезь 65(2) и коэффищенть въ неиъ при наиныешей 
стеневи х чрезъ аз; иваимъ пронзведеые 38 (2) на 4;5.(2); частное 
будеть вида х—65:; остатокъ съ измВненвымь звацомь озвачимъ чрезъ. 
$;(5) ичрезь а, козффищенть наивыешей въ немь степени 2; ит. д. Про- 
должая это, мы дойдемъ до функши 0, ;(=} нервой степени, нь которой 


коэффижщенть при х озвачимь чрезь @„; для #0, (2) нае, 16,2), 
тд ©, ‚ гоэффищенть наивысшей степени х въ (,_„, мы получимь 
частное вида 2—6, и остатокь 0,(2), который будеть иостоячное а, 1, 
Между этими полиномами будеть существовать такой радъ соотвошешнй: 


«= Гаев) — 096) 
аз (в) = ве --5,) — В+) 
аа ева) — 6 (а) 


кои ве) 


Чили 1’ 


[© 


аи) — 6,44) 


а, (а) = 6, В) 


6,6. 


*) С#. М. Тихомавтрацьйв. КратьЫ врреь Высшей Азтебры. Харывогь, 1857, стр. 128. 
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) 


Е 
отсюда получимь такую непрерывную дробь для г: 


“„ 


а, 
+ 
а, 
и ИИ 
ав, 1) 
А\ля числителя и знаменателя каждой частной дроби, изъ которыхь 
составлена эта пепрерывиал дробь, на козффищенть при 2 въ ея зна- 
менатея$, мы получимъ, полагая: 


з 


9) 0 9% _ а 
а) ты! 


Мы будемъ инфть тавимъ образомъ: 


— 9% — 


96 (#)=0 Фо (в)=1 

9, @=а, вх, 
(еее) эр) вр) {2) 
и вообще о | унии . 


Фр (еда (а) | рыбе, (аа) а, (2). 


Допустимь справедливость завона, выражасмаго послёднихи форму- 
лами, для т -|- 1-ой подходящей лроби и локажемь, что онъ будетъ 
справедлиюъ и для слфдующей подходящей дроби; тогда онъ будетъ 
сираведлияъ дщн всякой подходящей дроби. Чтобы получить сл6дую- 
щую нодходящую дробь, вифето того, чтобы остановиться на частномъ 
знаменател #— $, мы долщны остановиться на 2—6,.,; саФдова- 


тельно выфото 2—6, за посдфднее частное взять 


тогда мы будемь имть слёдующую подходящую дробь, именно: 


с [о 


9-19) 


би 


о [ин во 


Я бы, 


или 


Фив) „аа о - а, (®) 


ыы Вир еее.) 


а ото на основан послёднахь фориуль изъ (2) окончательно такъ 
представится: . 


д ое) аа и 
о Рафи и) 


откуда будехь иуфть 


Фа) = 9 — ыы) -- вы (9 8) 


а - 
4) Зе) = Е — Ви) а 
формулы, которыл выводитея изъ послфляихь (2) зрезь леремфну тж 


на и--1. Изъ этихь формуль и (2) зидво, что степень иолинома 
$„(#} укавывается ота значкомъ, т. е. равна р. 


71. Помножая равонетио (3) предыдущихо $ на ф,(х), & (4) па 9 „(1), 
и вычитая послдШИ результать изв перваго, получямъ: 


О реа. оби. 6}: 


давая здЪфеь м убызающий рядь значений: 
т—1, т—2, ш-—3,...3,2, 


3 перемножал полученные результаты, а тавже имфя въ виду, что по 
{2) предыдущему $ будеть 


2) фир) — фу) = 1, 


мы получимь по сокращеши обфихь частей на общихъь множителей 
хлфдующее равенство: 


Чи 


6 9): аз аз... 
Для это на ироизведене 


(2). 2,100, 


мы получижы: 


9) %,0) „в, н®) 


9:2) _ 9) _ аа, абы 


4) 


Такъ какъ сама дробь: 


Гг®) 1 . 
(5) ГЕ = ; 


Уго бб фи, й 
аи,’ © 
тд 
@ и. 

= @) 

то, вычитая изъ нея зы) пол} 3): 

, й Жем лучимъ по (3}: 
т эю АЗИИ я 
= д. рее -аыф, 9 8) 


Здьсь 02) по обращенм въ обывповенную дробь будеть им\ть чиели- 
лелемъ полиномь степени в-|-1-—т, тогда какъ знаменатель будетъ 
степени я — т, слёдовательно ва единицу нисшей. 

72, Номножая эту развость ва у„(2), мы получимь функщю, кото- 


рую по Чебышеву означиме чрезь В, (2): 


Чуть. аат 


и.) а) аи, И 


° @) 


у 7 9.(=) 


= 


Изъ верваго выраженя Е,(х), опредфляющето эту функцию, можно 
вывести между тремя кослфдовательными фуньщями В(х) соотномевя, 
подобныя (2) $ 70; для этого стоить только внести сюда вето ф„(х) 
и ф,„(х) ихь выражешя изъ (2) $ 70; тогда будемь имёты: 


Вир В, да-) а, .). [6 


Такихь образомъ ‘функции П„(2) сяфдуютъ тому же закопу, как 
‘числители и знаменатели водходящихь дробей. Эта формула нозволнеть 
поелфдовательно находить вс Д„(2), когда будемъ знать В/х} и В (2). 

73. Чтобы найти эти фуикаи, мы должны подставить въ формулу 
(1) пред. $ для ж-=0 и ж==1Т значеня Фо), %0(2}, 91) в (2), 
взитыя изъ (2) 8 70; будемь имфты: 


(1) 


(2) 


(3) 


Къ такому же виду можно привести и В„(х). ДЪйствительно: 


зы (: 
ди, 


#—, 


« 


означан зрезъ х(ах)) частное оть дЪлешя „(я — р„(®) на 2—1, 


(которое выполняется безъ остатка, какъ извфетно); внося это въ (1) 
$ 12, будемь имЪте 


ню 
©) 2.69 (ее 9, «5+ уе, 


10 изъ второго выражешя В,„(т) въ (1), видпо что дкя х == будеть 


{6) В, (©) 


он, 


[тажь вакъ (со) ==со”, будучи полиномомъ степени и, & 8(55) = со\, 
кавь дробь, степень числителя которой па единицу бол%е степени зна- 
меналеля]; потому пфлая часть въ (5) должна быть тождественно рав- 
ва нулю, [ябо иначе было бы В, (05) = со ‚] и еяфдовательно 


@ во-у =. 


=) 


Ы 


14. Разлагая фуницио (2), выращевную такимъ образомъ, по вис- 
ходящимь стененямь д, мы будемъ ииЪть: 
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= 
ре р 

Уве + 1 Урны + =» еде --.. 
= 


м а, 1х 1 а 
..- еда И ..: 
ху ен у рее ра уе +. 


для того, чтобы неравенство (14) имЪло мфсто, должны имфть ифето 
елёдуюния равенства: 


= 
(ша! =0. 
Урщайа 6) 


=) 


#—0,1,2,3...ш-— 1] 


Итакъ знаменатеди подходящихь дробей удоваетворяють всфмъ 
услошямт, необходимымь и достаточлымъ, которыми мы опредфлили въ 


$62 функцы ф„(2}. Что же хасается до коэффищента при =, т.е. 
= ы 
У ф„(е)ж, то по (4) $ 63 онъ викогда не — 0. Изь вовго сказая- 


= 
наго слфдуеть, что разложеше В„(т) но нисходящимь степенямъ д 6у- 


деть имфть такой вид: 


В ЕЙ. ©) 


гдЪ для краткости положено: 


у фар = (выт); Ури" = (ии-Н);... [2 


= 
и вообще 
у а — ит РВ. (5) 


= 
Тихомандричкй, Бурсь теорти вовезв. разностей. 


[9 
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15. Интериолироване ло формул Чебышева [(2) $ 67] бызо бы 
однако затруднительно, если бы для этого требовалось на самомъ 
. х 1 
Аль выполпять разложене дроби У = 
> о 
Чебышевь ноказаль, что этого вовсе не кужно, ибо сушествують очекь 
иростыя возвратныя формулы, уфлаюцщия позможнымь вычиелене но- 
выхь, требуемыхь лишнимь членомь полинома, величинъ при помощи 
прежде найленныхь. ДЪйствительно, вставляя въ равенство (2) $ 72 
вифото функшй В,(®), В, (4) и В, „@) ихь разлокеши въ рядъ 
тю нисходащинъ степенянъ 2 по формуль (3) пред. $ и сраввивая коэффи- 
щешты одинаковыхь стеленей х въ обфихъ частяхь равенства, мы бу- 
демь имёть такой рядъ равенствы 


въ непрерывную; яо Ав. 


О (я-а ви) 


1} 
О = и—1т)- в (и 1—1) а,(я--2 1) 
{ 
(тит) бя Тит В би 1) „би 2) 
бизт-рт)-= бер) В „быв а„(и—2-|-1) 
(3) 


(тит-Н-)-=би—1т-Н-Ь (тута бит) 


Изь (1) находимъ сперва 


3) _ Шип) 
шо (и— 2, т 2) 


потомь изъ второго: 


4 , ,. (т—2.т—1) би, _ 
ь (ити) Г т › 


и затвыь по (2} вычисляемъ коэффищевты (в, м), (т, тента 
разложены В„(т7) по ннеходащимь стененямь х, которые, как видно 
изъ формуль (3) и (4), потребуются для вычислены ааи $1. 001% 
того, пыфя предыдущя р, _ (7) иф, (2), ка, иб,, мы вычяслимь 
ф„(=) по формуламь (2) $ 70. 
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Что же касается до (0, №) и (1, №), то нервые пайдутся изь (9), 


1 
азлатан „_, ВЪ рядъ по писходящиимь степоняиь 2: 


1 
Виа) У |... 
я 
сяфковательно 
я а = 
КА у, . 5 2. о \.2. й 
ина; ©) У: (0,2) У :...0) 2 2. 


Что же касается до вторыхъ, то имфя въ виду, что но (3) $ 13 но 
3) 514 дя т=1: 


ви-у 


зе) 
=. 


=] 


Увгья +... = 


9 


„+ 
я 


—_ ©), (2). 09 
в ... 


Е] я 


Е 


мы получаем: 


©) 


эткуда. 


Ад), 


и, ниБя въ видр (6): * 


(5) 


— 0 - 
ар=®л)—@-- ры; 
ар = ель; 
аз=о)—озь; 


©) В уе» 


0. =0 —@©—Пы; 


откуда найдем вф (1, Ю. ТФ же формулы можно получить, зам - 
зал, что 


в 
во-иыу—и- = 


=) 0) — а, 


по (2) 872 и (1) 8 73, и вставляя сюда выфотю (2) и В) вхъ 
разложены въ рядъ по нисходящимъ стеценямь 2. 

76. Равнымъ образомь кооффищенты Е, при фучещяхь ф(2} въ 
формулЬ (3) 3 61 ить надобности вычислять по формулВ (6) того же $: 
вуществуеть и для нихъ возвратнах формула, позволяющая вычнелять. 
ихь по предыдущииь. Въ самомь лфлЪ: функшя фут) — а есть во- 


линомъ степени  —1, я потому можеть быть представлена въ таком 
ЗидЬ: 


ру = дир ба -- Арр®)--... Е А, в, 


откуда 


+ 

(1) фи) = -- Ар) Е Ара) |... Ав 1); 

внося это въ уравневе (4) $ 67, мы будемъ имфть на основаюи этихъ. 
самыхъ уравненй: 


4= 


[6 У(куздеуековер. ВКарбар-н ЕК. «4 о, 


Но 


а это па основании (8} $ 63 и (4) и (5) 8 74 по раекрыти скобокь приметь. 
такой виды: 


=: - 


= 


корка --ки2л)--...- К, бк У» 0, (3) 


= 


«твуда получимь искомую формулу: 


я 


Ук — ком кии... К а-ЬЙ 


и 


77. Значешя Т, т.е. сумыы квадратовь погр®шностей, съ кото- 
фыми найдевный полиномъ представляеть функцию, которой даны лишь 
застныя значевя [(1) $ 67], также можно вычислать по тавовымь для 
чолиномовь предшеетвующихх степеней. 

Помножая (4) 8 67 на К, и суммируя по # отъ 0 до т, но (3} то- 
го же $, получимь: 


У (нема у=0; 1) 


= 


ва основан этого будеть: 


у У (ке У (= «ео У (==) 


” > @ 
=; (е-ко из ‚}: 
а подетавляя вхфето Е!х.) его выражене изъ (3) 5 67, позучимь: 
у екон и--К, Уре“ курии (3) 
= = 
во изъ (5) $ 67 имфемъ 
у (3) 


Хе д, == к, (= 


= 
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а по (4) $ б3и (4) 8 74 


= = 


® У =Уюая ая: 
8 


= 
на основан этого Г такъ предотавитсн: 


(6) у=ун 2 (0,0) — К? (1,1) — К (2,2; —,..— БЬ(вьт) - 


р 


Отеюда слдуеть что, если значеше У для полинома м — 1-0ё сте- 
2 
пени означимь чрезъ @, 


_.: Такъ что слдовалельно 


{1) А ви... к 


(п—1ж-Т), 


‘и--. т т 
= 


. ы 

то значене его для полинома степени т, которое означимт, чрехь 4», 
Е 

будеть связано еъ @„_‚ тавимъ равенством»: 


® Ча. 1— Кь (тт; 


©ъ иомощию этой фориулы каждое а очень просто нычисляется но вре- 
дыдущему. ПослЪ этого средвял вфроятная ошибка, которую означимь 
презь Е», найдется по формул. 


т 


(9) 


78. На основан\и прехыдущаго облый ходъ интерполированя по сно- 
вобу Ак. Чебышева будеть такой: 1) Сперва ваходемъ: 


+= 


(0) оу ня--1: 


[= 


затфиъ по формулв (6) 8 67 для Ё=1 находинъ 


{2) 


это слфл. средцяя ариометическая данныхь вначенй фуввши. Отм$- 
чаемь, что 


8) 


(4) 


почему ‘ибудемъ Фудить достаточно-ли ограничитьел одвимъ зленомъ ко 
Коро(=) разложеня фувецщм и, но знаменателямь нодходящихь дро- 
бей дроби 


2) Если окажется, что этого нельзя сдзлать, то вычиеляемъ второй 
членъ разложетя, т. е. Еу(т), и все къ нему относящееся въ такомъ 
порядьЪ: сперва находимъ по формульмь (6) 8 75: 


(01) У. оду: б) 


> > 


далфе находимъ но (8) и {9} того же & 


@ == (0,0): 


©, и) =02) вол; 


в = (6,0); 


делфе по (4) $ (76} для 6-1: 


(3) 


затфитъ по (2) $ 70: 


(9 


и по (8) $ 77 для т=1: 
6) а=&ф(лю, 
и навонепь ро {9) того же $ для т=1: 
(6) в= : 
3) Если эта величива еще не достаточно мала, го приступають къ 


вычислешю третьяго члена Кзуз(т) по слфхующииъ формуламь; 


= = 


г; (04) = Уж; 
а (0:4) р 
1,2} =©,3}—& (0,2); (3) = (0,4) —50,3); 
а. 
оо 
ы-ь и; одаз-ыо-аоя; 
у ож — паж 
{3) Еа= [2 ; 
(4) зра(а) == (2—6) (2) — в); 


(5) &=й—@2) а, 


(6) 


И тавь далБе. 
Членъ К„у„(2) потребуеть вычислешя тажихъ формуль: 
(1,2т— ==) (0,22); 
(1.2т— =, 2т)— В (0,2т-1); 


(2,2т-— В) == рт 2)-—65(1,2т-—8)--а(0, 2—3); 
(2, 2т-—2)- (зи )--Ы, 2-2) а(0,т-2); 


Ват д=@ 3—3) Он) т 9; 
(3, 2т— 8) = (2,2т-—2)--6(9,2т-—З)—0ь(1,9т-—3) ; 


(яя) ит (--дт) а (тт) 


(ии бин) В, ива, бин - 1); 


—а то, (2) 
бы и т- 0 › 


(тт) ен-—1т-{-1)-5„би-1ин)-а„би—,т); 


в) 

(Ех) ад; {4) 
ре: (5) 

{5) 


79. Изложенный способь параболическако интерполированя ирим- 
няется, какь общ, и БЪ тому частному случаю, когда данныя значе- 


а) 
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язя везависимой перем нной образуютъ ариеметическую прогресеню, когда, 
сл№д., требуется проинтерполировать рядь равноотстоящихь величин; 
но длн этого частнаго случая равноотстоящихь величияъ Ак. Чебышевъ, 
зывель другую формулу, исходя изь твхъ же характерныхь для фуне- 
Ц у„(@2) уравпенй: 


+ 


ре 


Феи (а) =0, ( 5 „) 


при помощи формулъ теори конечныхь разностей; при эгомъ онъ за- 
эфтиль, что функщи ф„(х) для этого случая аналогичны изветвымт 
функщымь Лежандра. Такъ какъ съ выводомъ этой формулы лучте вее- 
го можно познакомиться изъ мемуаровъ самого Чебышева *), то мы огра- 
ничимен лишь сообщенемъ окончательныхь результазовъ (стр. 14 и 22 
мемуара „Объ интерполировани“ ем. выноену), воть они: 


(@НОе-Р-ПДи, 


[в ", тия —— Аа) 
5 у (ЕНиР Азы, 
ож яву Аааа 
ту внеНе- Пион, 
5 ее ] в 
12.22. 83. ий) 89) А" идете 


е2--0у. 6-6 и А, 
5 


(в 1). ] 


12. 22.38...41. ии —18).., (7-2) (ии. 


*) 1) 06% интерполировая. Ах. Чебышева. Сиб, 1864 г. Приложеню къ Г\' тому 
„запасокь Имп. Авадеми Наукъ“. 


2) Обь интерполнровыми вехияинь развоотезоящихь. П. Чебышева. Сиб. 1876 г. 
Приюжеше иь ХХУ тому „лашисокь Ими. Акодоми Наук“. 


— т — 


вау Па О--а. диф оз} 


2 
4 р — - 2 
А 12.28... 2. ябй—18) (7—2)... 2—2) ® 
Здфеь суммировани относятся къ #. Вибето УФ у Чебышева, мы пи- 
шемъ кля краткости, какъ и выше, 4 для обозначешя сумкы квадра- 
товь погрётностей для полиноме степени 4. 


Въ указанных немуарахь Чебытева читатели найдуть раздзланные 
примфры, 


ГЛАВА 1%. 


Разноети Функц многихъ перемфнныхъ. 


80. НЪкоторые изъ получениыхь въ преяылущихь глазахь результа“ 
товъ распрострапяются и на функщи многих пезависимыхь перехВн- 
ных". Разелютримь прежде самыя обозпаченя функций и ихь разностей, 
принятых въ теори вонечныхъ разностей, Фуньшю двухъ независимыхь 
перемфниыхь мы будемъ обозначать чрезъ 


&) ч, 


у 


<облюдал постоянно разъ принитый порядок указателей; слЬх. и, „бу- 


демъ обозначать уже нету фупкцю, какъ (1), но ту, которая получается 
изъ лея чрезь перемфну х на у и на обороть. 
Такъ есла 


а ЕД 
ут у’ 


то 
У 
2 Е 
идут - 


ФунЕиц трехъ перемфнныхь, будемь такъ обозначать: 


®) 


Чи у 


итд. Сл. 


М 
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будеть результать вставки 5 вифото 2, и— 1 выфого у вь (1); 


Чл, 


будеть обозначать результать ветазки 0 вубсто 2, 2 вифето у, н—3 
выфото 2 въ фувкщю (2). 

81. Въ функщи двухь и болфе независимыхь перемфнныхь можно 
давать конечныя приращеня одной какой либо перемфвной, двумъ, 
тремъ... наконель вефмъ; сообразно съ этимъ функши многихъ неза- 
висимыхь перемфнныхь будеть имфть нЪеколько разностей для одного 
и того же порядка. 

Если приращеше получаетъ только одпа перемфпная х, то мы бу- 
лень имфть частную разность по д, которую обозначаютъ, приписывая 
въ А значек х; такимъ образомъ 


Ам, (3) 
означаеть частную разность ло х оть фувкшы двухъ независимых» 
перемфавыхь му; лёд. 

м инь в, 4 


Точно тавже обозначая но прежнему чрезь # приращене независи- 
мой перемфиной 2, 


Арии, 


будеть обозначать частную разность по х оть функщи трехъ незави- 
симыхъь перемфипыхь в, ,,; 


‘ера 
неа Иду Неа о 
Такихь же образомъ будемъ 
Ам и Янь (6) 


частная разность по у оть и,,, если чрезь й означимт приращение пе- 
зацисимой перемфыной у; ит, д. 

Очевидно, что функщя р незаписиныхь перемфпныхь будемь имЪть 
р частныхь разносчей перпаго порядка. 
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82. Каждая разность можеть изть ‹вои разности по кавдой пере- 
миной; так 


2 
о) Ди Дни Деми, 
будеть вторая разность по #х; 
Ади = Ди — Дину; 
будеть вторая разность отЪ и„, сперва по 2, потомъ по у; точно также 


Думы, — Аль 


А.Д, 


будеть обозначать разность взятую сперва по у, потомъ но 2. Легко 
видфть, что 006 поелждая разности равны. 
ДЛёйствительно 


Ди Ам ,ць- Аи, 


мы — Иуаь т Ищут, 


„, 


что отличастен отъ предыхущаго только порлдкомъ средвихь членов; 
итакъ 


© АА, А.А, ь. 
Эту разность принято обозначать короче тавь: 


8) ДР 


зи 


АЛ „= А.Д. 


Предложене (2) распространяется легко па функщи ббльшаго чиела 
мерезвиныхь м выспя порядки самыхъ разностей. На основание этого 
для частыхь разностей высшихъ порядковь ваедено такое обозвачене, 
что иишуть при Д указателнми перемфицыя въ томъ порядкф, иото- 
Рый принять для самой фуньщи, и показателемъ сумму чисель, пока- 
зывающихь скольво разъ берется частная разность по каждой пзЪ этихЪ 
перефниыхт, соблюдая для слагаеныхь тотъ-же порядовтъ, т. е. первое 
слагаемое будеть отиоситися къ первой перемфиной, второе во второй, 
ит. д. Тань 


ин 
ди, 
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будеть обозначать частпую разность оть и„„, взятую т раз о х, № 
су, р 10 2, въ какомъ бы то пи было порядк». 


83. Чтобы получить волное приращеше функции, отвфчающее случаю, 
когда зеВ перемфипия получають евои приращеня, можно епериа дать 
приращене первой перемфнной, затВмь второй, потомъ третьей и т. д, 
и паколець послфлней. Такь для трехъ неремъиныхь, изиБняя сперва 
д на й, получияь: 


Чи Аи; 
изубихя здфеь у, получим; 
и, РА. Ау, 
измфная 2, получимь: 


чо Амир Али -Р Ау, -Р 
ии Дни Одни Аи; 


@) 


слЬд. полное приращене з„,, которое обозпачають чрезъ Д безъ знач- 
ковъ, будеть, употребляя сокращенныя обозначеня разностей высшихъ 
порндковы: 


Ачит Аим Дум. Аи: 


Ни 


(2) 
са за на . 
Ая мии Е Ах бо -Р Аи Нери Г Ан Иня 


ханъ видимъ нолная разносгк перваго порядка будеть содержать чает- 
ных разности высшихь порядновъ. 

Отдфляя въ (1) операщониые символы взязея частной разности но х, 
пор, по 2 отъ функщональшаго снувола и,„, п разематривая зхЪ какъ 


количественные, мы можемт результать (1) представить символически таЕЪ: 
аа -- Ара А, .; (3) 


саёд, полное приращеше и,„, символически тавъ выразится: 


4) 


лы. а +Аа+АачАр- | 
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Эта фориула показываеть, что для получен/я полной разности перваго 


порздка отъ функщи в,,, ее надобно символически умножить на’ 


6) д= С +А+АЖи+ А—| : 


Веря понную разноеть отъ (3), будем имЪть по сдфявкному зам®- 
чаво: 


Ам А] К ААА :] ни] 


[ол НАНА, :].[ кАзафаАла+А) ты 


з 
(9 2. [№ аа да 4>—] и... 
Вообще будемт им ть для полной разности я-го порядка такую формулу: 
<@) Ди „„= К 4 АЖ Ара- д ; 


справедливость, которой докажетел по способу заключения оть в въ 
в--1. Очевидно она вфрна дан волкиго чиела незаниеимыхь перемфи- 
ныхь. Какъ видимъ изъ этой формулы, въ выражене нолной разности 
какого либо пораздка войлуть не только частных разноети этого поряд- 
ка, во также и выешихъ; для 8 перемфнныхь до порядка 3%; для т 
незавксимыхь перемфнныхь до порядка т; но только не всЪ; однако 
на этомь замфчаши мы ке будемъ доле осталавливаться. 

84. Полная разность я-го порядка можеть быть выражена чрезъ по- 
сяфдовательный рядъ зпачешй функщи Чиа: 


а) Чу Иерьадкану Изенураканыи $ ^* - Мерииуравя ыы 


тазою же формулою, вакъ и для функц одной независимой перем®а- 
ной. ДАйствительно: 


(2) Ди, 


Чиа 
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перемфняя здфоь 2 на я--А, у на у-НЕ, р на 2-Е, и вычитая изъ 
нифющаго волучиться результата, мы будеиъь ныть: 


3 = 
АЗ = Ирииоьнны — Ира} (3) 


отсюда, обобщивь, получим: 


В рыррныя 1 дати инки 1 
—.. [6 


раны ЕСО”, 


- а 
ы и нрньх 


85. Равныхъ образомь легко зыразить и, ралли ЧРЗЪ 4, , И ПОЛ- 
ны ея разности до порядка ж вклютительно. Дёйствительно, изъ (2} 
пред. $ имбемь: 


мания Ри, @ 


беря полную разность эрто порядка, будемь имётв: 


Видин А” Е А” и, {2) 


зенерь неремфняя въ (1) х на х-Р А, у на у-РЕ, 2 ка д? и про- 
образуя первый члень второй части результата по (1), второй по (2) 
для т==1, мы буденъ иуфть: 


оао а РИГИ, ии. (8) 
Перемфния здесь х на #- РА, у ва у-НЁ, д на #--Ё и преобразуя 


первый члень результата по (1), второй и третЁй по (2) для ш=1, 2, 
мы получим: 


м онаны и Кии Ри и АА. @) 


Обобщая, получижь такую формулу: 


Но АН ие РО и 


я еридаие Чан 


которая, какь и формула (4) предылущаго $, докажетея по енособу 


завлюченя оть я къ #--1. 
Тихоминдриию, Курсъ теор конечн. разносгей, 
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86. Переходимъ теперь къ соотпошетянъ между разностями и про- 
изводными фуньшяхи многихъ перемфияыхъ, ограничиваясь разлагае- 
мыни въ безконсчный рядф по строкЪ 'Гэйлора. Что касаетея полныхь 
разпостей, то по строк Тэйлора имфемь: 


1 
пни ид т 
а) ы . з 
ь в, 
| а а мые пр би р ея А 
Га а Ай Ида деду" 
или символически; 
р ина 
Мы те ‘зу 

отеюда, вызитая и,„„,, будемь имфть: 

АО 

Ве. 
З орлы 
8) А".„„= ( = о 
слёд. 

аа 

аи. 
в л-(“ у =) 
потому обобщая, будемъ имзть формулу: 

Ы 8 8 в 
5 „ НН 
<) А „= ( яя я :} Иа 


справедливость которой для всякаго я докажется но способу заключе- 
Ша оть и къ в--1. Строй вызодъ быль бы совершенно аналогичень 
таковому для функый олпой независиной перемнной; предоетавляемь 
ео сдлать читателю самому. 

37. Что касается до частныхъ разностей выслаго порядка, то по фор- 
ууламь для функц одной независимой перемЪнной будемь имфть: 


. \ 
6) ди ) Чи 
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отсюда получим, такь хакъ 


а 


ааа 


=. Ду. 2 изия, {2} 


‘такой результать: 


= о мю уе 
ди. (: 1] е*— :) ( 1) а. @) 


Строй вывод состоял бы опять въ томъ, что мы надь обфими ча- 
<тями формулы, получаемой по расврици поедЪдней изь (1), произвели 
бы я разъ опер Д. „» Над полученнымъ резульгатомъ з разъ оие- 
фрашю Д,; затБиъ, опредфливь такимъ образомъ общий видъ выраженя 
резематряваемой разиости чрезь производных, опредфлили бы коэффи- 
зеяты при этихь производныхь, ноторня независять оть частнаго ви- 
‚да фувкщй, примфння фориулу къ фуяещи 


Не, [ 
для которой 
= = . 
пи в 
и 
9, дани 
ии у, ®) 
дд" ве 
ден, 


раздфлня обф части имфющаго получиться тогда равенетва на с 
упидЬли бы 970 искомые кооффищелты при производныхъ суть не что 
иное, какъ коэффищевты при ле в разложени по степенямь 


а, $, с фувЕШи 
= а ь 
Деу 


зеремфняя въ получениомь таким образом разенств®, въ которохъ нальво 

будеть стоять эта фунепег, а папразо ел разложеве въ рядъ, величины д, 
94 

>, помножая на 


$, с соотвфтетвенно на операцювныя евывозы да 


и, у. И затфмь принвуая 


ив 


2) 9 "(2 рн, , 
де) Ц94Й 95) "29 пороура ' 


мы получили бы направо искомое выражене разпоети 


ара 
ДА. Ире 


чрезь производных; налфво же вторую часть (3), вакован формула и 
была бы такимъ образомь строго доказана. 

88. Для фуниши хвухъ независимыхь перемфяныхЪ легко получить, 
интерполящонную формулу, отвёчающую Ньютоновой для фуньщи одной 
независимой перемфиной, Напитемь въ формулё (4) $ 47 их; вифето. 
Язи и, у ВиЪето и,; будемъ имёть *) 


| Х-еДи у , (Хх Х—— М А, 
ирак ОХ ЕН н.. 
а! ,.. СЕ... = 2—т— 11) ры |... 
‚ Х—@®(ХЬ—-Ъ...(—=—— Ау 
| т 1.2.8.8 о 


Теперь, ели У==у-Ёрк, то по той же формул будемъ имёть: 


2 
У А, Ув Думы | 
7 зы 1 Е 1.2 в 


@) Уи .А». 
1.2.3... оО 


(ууу Ая 
| в 1.2.3...в в ' 


беря оть этого первую, вторую, третью ит. д. разности пох, и ветав- 
ляя въ (1), получииъ: 


*} Кь Д приппенваень значекь 2, такъ какъ теперь м заввопть оть двужь пере- 
мфнянхь. 
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ИГ 
х ты (Хх ки (Хх их 2—1) А 
+ уу А д] мы, ии ®)(У—) Ан, 
Юм и, НУЮ АНН 
(ии Зи 


1.2.3 


итд 


Члены до кояда будуть представлять группы, подобныя групиамъ пер- 
ваго, вторато, третьяго, четвертаго стодбщевь тольхо для случая р=в; 
вообще последн? группы чденовъ будутъ въ общемь случа р нег=я укло- 
ияться оть периыхь, но мы ихь не будемь изелЬдовать: наша пфль 
кавъ монию въ каждомъ случа получить интер- 
лолящюнкую формулу.-—-По этому слособу очевидно моно получить иятер- 
поляцюнную формулу въ каждомъ частпожь случа я для фунищи ка- 
кого угодно числа пезависиинхь перемфиныхь, только эти формулы 6у- 
дутъ слищхомъ сложны, чтобы найти себф мЪето зд\феь. 


была только показать, 


ТЛАВА \. 


Обратное иечиелен!е конечныхъ разноетей. 
Суммирование. 


88. Задача образнато исчяслешя конечных»в разностей состоить въ 
опредфленш такой функит, которой далная было бы разпостью дапнаго 
порядка; обшнфе—ота задача состоитъ въ опредзленги фупкци по дан- 
ному, выраженному аналитически, соотношению между кезазисимою зе- 
ремфнною, ел искомою фуякщей и конечными разностями послёдней до 
извфотнаго поридка, н для фуньвИ многихь переифнныхь— вв опредф- 
лени фупкцик по соотношенно между независимыми неремфнаыми, изъ 
уекомою функщей и частными конечными разностяхи послфдней ло из- 
вфстнаго порядкя но вефмгь или только ибкоторымь перемфннымъ. Пер- 
вую задачу можно разоматривать каяъ частный случай нослЪдней; одна- 
во этоть частный случай есть самый простой и въ пему стараются, 
зотда это возможно, привести и обиий случай; & потому мы съ него и 
начнемь эту вторую часть курез. Обратное исчиелене конечныхь раз- 
ностей отвфчаеть, какъ видимъ, интегральному иечнеленио, [тогда кавт. 
примое-—дифферениальному], и притомь первая часть ето той части 
интегральнаго, котораи называется интегрироващемъ функтЙ или квад- 
ратурою; вторая же часть — интегрированию уравненй. Первин назы- 
ваетсл обыкновенно суимированемь, по причияф, которую сейчась уви- 
димь, вторая интернрованемь уравнений въ консчныхть разноетять, ити. 
же рышенмень уравнек въ конечные разностлль обыввозенныхь или 
частных, смотря потому ищезся ли фулецы одной или многихь неза- 
зисимыхъ перемЪнныхь. 


90. Задача: найти функщю но данной развости ел, есть захача не- 
опредфленвая. Въ сахомь дфлЪ, вели 


(1) ДЕ = Ка), 
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то не только Р(), но и Р-Н С, ГА С вообще перюдическая фуик- 
щя 2 съ перюдомь й, будеть тдовлегворять условию (1). ДБйетвительно 


А(во-- 9) = Ве --6-В-0, 


ибо О не измфняетея при леремфиВ г на х-- А, а отсюда по сокра- 
щеви: 


5( о 6) = Ат 1; 


т. е. фупкцы (8) -- С. также какъ и (2), имфеть Кж) слоею риз- 
новтью 1-го поризьа. (См. 8 9). 

91. Для того, чтобы показать, что 2х), или, общиф 
та функц, которой {(2) есть разноеть, употребляю 
образомь: 


‚ МА-ЬО сеть 
накъ У, такнмь 


Ес =УНа, 0) 


ичитаюты сумма Ди’. Это воть на какомъ оспогаай и, Означая чрезь Ф(х) 
самую общую фушацю, иуьющую Дх) своею разностью, мы нифехь по 
‹амому опредфленно этой функций 


А) =»); {2) 


но го опредфзевио разпоети; 


Ах) = — о; (3) 
лёд. 
Фа — Фи =И; (+) 
полагая злбеь шнта, а-Рй. а-- 2%, .... д з=а--и- т, мы 61- 
демъ им : 


Фив да, } 

Фа--а — Фа == Да, | 

Физ) — Фата = Па, р ‘9 
} 


Зка-ний) — Фа-гиА) = Иа--И: 


— 120 — 


складывая эти разенетва, по сопращеши получим»: 


ть 


У ею. 


= 


(6) Кай) — Фа 


или, полагая «№ =, а-рий-=ж, слёдующее: 


© 9) —9® -Уг®, 
— 


тАЪ верхнимь предфломъ мы налисали 2, а не х— №, вавъ то ел- 
долало-бы по формула (6), соглаено устаповившенуся обызаю въ обрат- 
номъ исчисления конечныхь разностей лисать верхнямь предфламъ сяф- 
дующее за посяёднимъ значешемь независимой перемфнной въ стии®; 
слфд. ръ сумм второй части & пробфгаеть веф члены ариеметической 
ирогресси съ разностью 1 от в до 2 исключительно (ехеаяуте). Эта фор- 
мула похазыраеть, что какъ скоро мы захадимъ себф значене мекомой 
фуивцие дия хедого либо частнаго значев1я независимой перемфиной, напр. 
«: $) ==0; то придавая къ этому С сумыу зпачешй данной фупешя {($) 
для ряда значеня 5, слфхующихь зрезъ промежутки #, отЪ а до д исклю- 
чительно, мы будемь имфть значеше этой функдм для 5==2. Сад. эта 
формула доказываеть; ко 1-х: существоваше функции $(х), инфющей дан- 
пую 2) своею разностью перзаго порядка, во 2-хъ, что общее рфше- 
не этого вопроса захлючаетт одну произвольную постоянную (въ смысл» 
8 9)—именно значеше ея для частнаго значения независимой перемён- 
ной: х==а; въ 3-хъ тождествениоеть нашего вопроса еъ вопросоиь о 
«уммован и ряловъ, ибо хакь скоро по дапной Дл) мы найдемь вв ко- 
печномь видф Ф(), то рядъ, котораго {{&) есть облий членъ, будеть 
иросумнировань въ ханныхь предфлахь звачев!й 5; отсюда и назван 


сумма для Ф(т), знакъ Ук» для инея, и назван® суммироване для хЪЕ- 


стыя нахождени Ф(х) изъ услошя (1). Нахождене (2) въ конечномь 
зидЪ, т. е. сухяироване Д2), возможно однако въ очень ограниченномъ 
числ случаевъ, замбтимЪ уецерь же. 

92. Формула (7) предылущаго $ даеть намъ исчезающий интеграль въ 
конечныхь разностяхь отъ [(х), кокъ тоже называють сумиу отъ Кл), ибо 


если х==а, 10 Ул ==0, такь вазъ число слагаемыхь ==0 (потому 
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что для верхняго предфла слагаемие не берется, а оно созпадаеть съ 
первыму}; если же положииь х=, то 


ь 
и—е8-У 9 (1) 


будеть опредьленный интеураль въ копечныхь разностахь оть /(2). Изъ 
формулы (7) предыдущаго $ мы получимъ; 


9) = --Улэ; ©) 
или, поларая Ф(а) == С: 


3) 


Ф) = о+у 


Этоть интеграль, как заключающий произвольную постоянную веди- 
чину С, называется неопредиленнымь интеграломъ въ конечныхь раз- 
ноетяхъ или неопредиленною суммою. Его короче обозначаютъ такт; 


{в 


опуская предблы; но такъ пакъ всф способы сучмировавгя дають неегда, 
частный илтеграль, то къ полученному хакимь бы то ни было спосо- 
бомъ иптегралу вв конечпыхь разностяхъ оть Ел) надобно прибавить 
произвольную постоянную С, (15 смыель раньше указанвомъ), такт что 
и получимь результать вида (3): 


Фа = Ха --С, { 


тд теперь \И(4) предетавляеть частное значеше интеграла въ конеч- 
выхь разностяхь, которое даетъ употребленный для получешя его 
епособъ. 

93, Когда найдель неопредфленный ивтеграль въ конечныхь разно- 
етяхъ, то легко найдутся и исчезающи, и онредбленный. Если Ф(») 
должно быть =0 при х=-=а, то полагая въ (5) предыхущаго $ с==а, 
мы будемъ имт 


о-У ла +0, @) 


аа — 


тдЪ у Их) обозначасгь результать вотавви & выфето у вЪ частное рше- 


ве, иредетавляемое знаком У/(2); отсюда 


2) 


68) 


ибо Уля = Ул» представляють суммы значенй Дх) оть того зна- 


чешя 2, дия коториго это частное звачеше обралкаетсл въ пуль, с9от- 
зЪтетвенно до и до а; произвокя сокрашете на общихт слагаемыуь, 
получимь сумму значенй /х) оть х==а до какого либо х исключитель- 
но. Если это зпачеше 2 дано и есть ®, то мы будемь имфть онрел- 
ленную сумму, иди опредфленный интеграль въ конечныхь разпостяхт: 


В 

, 

Фу) -Упо. 
> 


Еели положимь х=Ь яь (8, то будемь иифть: 


ь р ь 
Улэ-Уую-Уи ) 


т.е, опредёлецный иптеграль въ копелныхь разноетяхь получится, если 
зъ неопредвленный интегралъ ветавить верхёй предфль сумин вуБото 
=, затфиь нижьш и резульгать послфдней ветазЕи вычесть взъ ро- 
зультата первой ветавки. Отсюда мы видимт, что умфя находить не- 


опредфлеяный интеграль въ конечныхь разноегяхь, легко найдемь и 
исчезающий, и опредфденный, взятый между данными предфлами; по то 
удается, какъ было уже замфчено, лишь въ очень пемногнхь слузаяхъ, 
5Ъ обозрфию которыхъ и переходим, но прежде вызедемь общ оенон- 
выя предложеня съ помощю козорыхь суммировыие боле сложныхь 
функ сводится къ суммированию простфйщихь. 
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94. Эти основных предложеня обратиато нечнеленыи вонечныхь раз- 
постой совершенно амалогичны таковым интегральнаго исчисления, Изъ 
самато опредфлени дЪйствЁ и, обозначаемато знакомъ У,, слфдуеть, что 


ЛУ =1; 


т. е. что операщи Д посл У; иодъ Их), приводимъ опять къ данной 
функция; также 


Хлко-ке- о; 
т. в. суимирован!е разности хаппой функции приводить къ самой фупкци, 


если по обращать внимашя на придаточную постоянвую (поетоннную, 
зъ смыслЁ раньше объясненномь); короче это выражають, говоря, что: 


Т, Знаки Л и У одинь посл другаго взаимно уничтожаются. 
Дахфе изъ равенства \8 (9): 
ДАи, = АДн,, 


сяфлуетть, па оснораши предыдущаго: 


Улль, 


но ,,= УДи,; сл. 
яУдл, = ХАДи,, 


или полагая Ан, =4,: 


отсюда слАдуеть, что: 

11. Постоянвый множитель можеть быть выоснуив за знакъ У, н 
полводимь подъ этотъ знакъ. 

Еще мы иуфли в $ 9: 


А(т.+ у. ',) =, + ДУ, —ЛИ,; 


сукиируя обЪ части получимъ отсюда на основани {Г: 


или, полагая: 


и ныфя опять въ виду предложене п 


(+ - 


Ум Хь.— У», 


}, 


ИТ. Ивтеграль въ конечныхь разностяхь отъ алгебромческой суммы 
фунеций (вторак часть посяфдняго равенства) равняется такой же алте- 
браической сумиф интегралозь зь конечных» разностяхь оть отаЗль- 
пыхъ слатаемыхъ (первая часть его) — если не обращать вниманя яа 
произвольную постоянную, которая заключается въ самомъ поняли не- 
опредфленнаго интеграла въ конечныхь разностахъ, 


95. Въ 8 10 мы ниёлн, далбе, что если 


уе У. =н,.0,, 
то 
{2) АЯ 


суммируя 06% части и принимая ро внимаше предложения Г и 1 цре- 
дыдущаго $, мы будемъ имбтьы: 


Уд, == Ум, Ди, УД, 
отеюда во (1) нолучимъ: 
@) Уи, Дин, м, Уидь. Ди; 
если положимь теперь 
Аи, = и, 


то будеть 


4) 


и потому 


(5) 


гдЬ У», обозначаеть какую либо изъ функцИЕ инфющихь в, своей 
г 

разностью, обращающуюся въ нуль при нфкоторомъ значеши д==а; так 

хак эта лоелфдняя величина не играетъ никакой роль, тоее обыкновенно 

онускають, оставляя одинъ верхвй нредфль, вноен тогда изъ (4) и (5) 

въ (3), получимъ такую формулу, называемую формулою суммировашн по 

частямы 


пет 


Ук. У > дд {5 


эта формула позволяеть простимировать произведеше двухь фувещй 
и,, ели мы съухфемь просуммировать множитель о,, и фуикцио 


(0+). 


96. Примфняя формулу (6) суммнронанё: но частяхь яъ выражению: 


Уи. А», ей 


получимь другую формулу, которая представялеть какъ бы обобщен 
этой. Мы имфемъ сперва по (6): 


@ 


{3) 


— 15 -— 


ветавлля изъ каждой формулы въ иредыдущую и наковещь во (2), мы 
нозучин: 


4) 


Если и, есть ифлая фувашя степени це выше 4—1, то д’ =0, 
и во второй части не будетъ ипоелёашяго члена, содерванаго суиму. 
Отеюла заключаеть, что по этой формулЬ всегда можно просуммировать 
данную фупкцю, гогда ее удается представить въ вид нроизведейял 
полинома нфхоторой стезени и на разность ифкоторой фунещк порядка, 
не ниже и--1. 

Значете аргумента (независнной перемфны) х во вторыхь можите“ 
ляхъ второй части предыдущей формулы представляють возрастающую 
ариеметическую прогрессйо съ разностью №, тогда какъ въ первовь мио- 
жителЬ аргументь вездЪ ж; есть и другая фориула того же вида, но 
зъ когорой значеня аргумевта х въ лерзыхъ множителяхь предетав- 
ляютъ убырающую ариеметическую прогрессю съ разностию й, тогда 
хак во вгорыхь множителяхь оне постолнно ==. Чтобы вывести эту 
формулу, мы замЪтимь серва, что, если 


то точво тавже будеть 
Арии Ди, ти, Ди, 


откуда сумнируя и перенося второй члень дъ другую часть, получим»: 


У 


перемфяля здфоь въ м, перемфиную & ва #—й, будемъ ныъть: 


иль, ==, 0, — Хи, Ди, 


(5) Уи. 


маем, Ум, Ди, а 


наконекь, полагая Ди, ==, 


и 


сах. и, = Уи,, получимь вторую фор- 
музу суммироващя по частнмь: 


{8 Хили, -5( 2") Ач. 


— 197 — 


Съ помощю этой формулы, примфияя ее къ функщи и. А», , полу- 
жимь, какъ выше, такую формулу; 


дм, — Дн АА, ив 
16-Е САХ д, 


Ун,М, = 
ЗЕ 


хоторою пользовалея Ак. Чебышевъ яъ своемь менуар® „объ интерпо- 
‚лировани“. 

97. Разсмотримь теперь главнЪйн!е случаи, когда возможно получить 
сумыу данной фупкц въ консчномъ видЪ. Ро первыхъ всегда можно 
росуммировать факторюль: 


мм. (1) 


Мы инфли: 


сеуминруя это равенство, иримфяля ко второй части предложещя П, а 
затмь Г 8 94, мы будемъ им ты: 


ОВ 


итакъ 
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т. е. чтобы найти сумму факторэля, надобно степень его увелячить на, 
единицу, и раздфлить на новаго показателя и на й; затфмъ придать 
произвольное постоянное, — Эта формула вёрна и для отрицательныхь 
факторюлей, въ чемъ читатель можеть уббдиться такинъ же образомь, 
такъ что, полагал я==— в, мы будемь имфть: 


ею 
® ео. 


Эта формула терхеть смыезь только для и==—1 (или #==1), и 
е4Ъд. факторэлы: 

1 

.' 

не можеть быть просуммировать въ конечномь видЪ, а готому фуньщя, 


зифющая 2^“ № свосю разностью перзаго норздна, можеть быть тоько 
обозначена такъ: 


в хи. 


Приибчане. Если ныфемъ просумуировать единицу: 1, т. е. найти 


У1, то занфчая, что но условно $ 12 инфень д” —=1, мы ножемь и 
эту сумму пайти по формузВ (2); именно: 


и 
5) нс. 


94. Ушфя сужмировать факторли, мы можемъ просуммироватв и цЪ- 
лыя фупки и дробныя, знаменатель которыхъ есть фавторюль, (по- 
слЪдиш съ увазаннымь ограпичелемъ). ДЪйствительно, разлагая дая- 
ную ифлую функцио м, степеши в по фавторюлямь, мы буденъ иУЪУь 
(еж. 6 14): 


тв 


Ф , Ань ды. 
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а 10 по фориудВ {2) предыдущаго $ приведется къ такому равенству: 


вв 


_\Х__А”ю они 
х- Анти” +6. @ 


Въ частности, когда и, ==“, мы имфемъ: 


вах. 


а 


Яо в 
% Хия в @) 


Если №==1, то эта фориула приметь тавой видъ; 


= Ури Ио, ® 


1 . 
тд 2 Ч и-1-ый факторюль съ разностью #==1. Исчезающая пмфет® 
съд стима выразится такъ: 


2». (5) 


99. По этой формулВ каходятея еуимы одинаповыхъ стенепей пату- 
ральныхь чисель оть 0 до какого либо числа №. Полагая въ этой фор- 
эулВ въ верхнемь предфзЫ: 


ЕТ, 
мы будемь имфть: 
хр } 
уи- ии. м = 
” в а) 
= мы 


Тизомандрииьзи, Курсь твори вонечи, разностей. 
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1" 


или выписывая фактораль (№-- полвоетиюо: 


пе а... № = 


2" 
1 


Ими 1)... +1. 


ето 


Полагая здЪеь п=1, 2,3... получимь суммы первыхъ, вторыхъ, 
тротьихъ ит. д. стешопей натуральныхъ чиеель но порядку отъ 1 ло №. 
Для п =1 имфемь: 


@) ааа. ри ОКЕЙ, 


ибо и =0и1;а 
Д\1-=01=0; ДИ 01 =. 
Далфе для в ==2 инбемь: 
паз... № = 


4 о 20? 
® [- А онно-- Ах ох Аут 


1:0] 


46000; ДР 01, 3008-21 -0=4— 22; 


потому въ (4) вторая часть приметъ такой виды: 


Ох 


1 
Зе ноыч- коми-т= ср (ем) 
(ам) 
и елфд. будеть сумма 
. р в _ РОМ 
(5) терем ОЕНОм —. 


100. Суммы квадратовь и кубовъ натуральныхь чисель оть Е до № 
можно получить легко и ле прибъгал къ общей формул (2) предыху- 
щаго $. Мы имфемъ: 


=; 
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елфдовательно 
хп ка А 
и 
У = «—п--У: @) 
о о О 
но 
ыы 
{НОМ 
уе, р 


накъ то нзафотно и изъ эдементарной алгебры; далфе 


а ам 
о ® 


р 


внося отсюда и изъ (2) вь (1), получимь: 


у , ния (ном _ ромем) 
р] з 6 ' 


= 
С 
те 
12422-31... хе ЕОМЗМЕО, @ 
какЪ и выше было найдено. 
Еще имфемъ: 
= — Пиф 2)-- 3—3: 45) 


суммируя обЪ части оть 0 до М-Р1, будемь ияфть: 


хн ее: 


внося сюда вуфето суммь квадратов и первыхь стеленей натуральныхъ 
чиселъ ихъ найденныя выше значевн, (формулы (3) в (2), а такие 


имя въ внду, 410 


ха ЛИШ 
У ео ИМАЕИА В, @ 
р 4 


мы будемь нить: 
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(УЕИМем-и о 
6 


гЗ 
т 


№ „РОЖИ 
= 4 
о 


ох 


© тм—а-ал-ье :] р 


4 


т. с. сумма пубовъ ватуральтыхь чиеслъ оть 1 до № включительно рав- 
хается квадрату ихъ сумиы. 

ТОЪ. Формула (5) предыдущаго 6 сподитв кубъ х къ лин фупи- 
дн третьяго фаптортэля и писшихъ степеней, т. с. квадрату и первой; 
это обстоятелкетво позволило вычиснить еучму кубовъ, погла были най- 
депы стымы кпадратовъ и первыхъ степеней х; подобаую общую фор- 
мулу, которая сводила-бы суммироване какой либо стенепи ЕЪ сумми- 
ровашю инелихь степелей и фактор!эла той же степепи не трудно вы- 
зести. ДАйетвительно раскрывая фавтораль стенеки я, будехь пуфть 


аа 1)(2—2)...в—ш-т))= 


{Е} ааа рии НН 
+... + 5-5 1.2.3... 


отсюда взльь 2”, получимь, просумнировавь: 


| 
+ 


| Уи игл) У а. 
| +... С 1.2.3... 8—1 


форяула, сводищая вычислене суммы и-ыхъ стеленей 2 на суммы нис- 
шихъ степеней. Однако эта формула не столь изяшна и удобна какь 
формула (2) $ 99. 

192. Евли дано просуммировать фтвядо 


(2) 


м. 


(1) ь, =. 


бл, 
де 


тдВ и, пфлая фупкщия; то разлагая ее по факторэяамъ, мы дадимь ей 
такой вилъ (су, $ 17 (10): 
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тр 


„ } 
5 ей = У д о усе-ыя | 
2 


—ы | 
Ах 


м (яр! 
Дно дико 


Ат!" 


тдь 
—э. (8) 


у=е—р_ Ш; 
у ‚© 5 =. 
Тавъ какъ 2 = 1 ($ 10), то ереднй плень можно такъ написать: 


А’ юн 
м, 
р: 


тогла по формуламъ (2), (3) м (5) 3 97 мы будемъ ихЪть: 


НР ды -@-и-вл ‚- 
А *| 
К 
| 
1 
тд мы отъ первой суммы отдфлилн члевъ, отвфчающи тв -—Т, и 


овъ не можеть быть выражень незавненио оть знака Х. Члепь второй 
строки одного тина съ членами третьей; потому его можно подвести съ 
этими подъ одну сумму, начиная только сулмироваше оть м ==р. Ветав- 
дни вместо уни 2 ихь значешя изъ (3}, мы получить окончательно: 


у" тие 


фи 


Ед И 
Хит ет +6. 


ить 
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ели р> п, то въолой формул будртъ только члены первой строч- 
ку, причемъ верхнумъ предъломь будеть не р— 2, а и, какъ легко 
видЪть. 

108. Цереходияъ теперь въ трансцевдентнымь функщамь и вачиемь 
съ показательной а’. Мы имБли въ 8 


ДР= еп; 
отевда, 


ди 
1 


суммируя, получамь по Ли 1594: 


Уля 


итакъ 


т, е. для того, чтобы получить сумму оть а’, надобно эту функтю раз- 

дВлить на а” —1 (тогда вакъ для взят/я равноети отъ нея надобно бы- 

ло помножить на эту величину) и придать произвольное постоянное О. 
194. Пусть теперь 


[3 108(а В; 


тогда 


2) у. Унаее-ны 3 = +50. 


г 


означал знакомъ И произвелеше множителей, выводимыхь изъ стоя 
а 


щаго за нимъ, давая х ве значевя оть с до какого нибудь х. Какъ 
видим, суммироваяте 105 приводить ошять въ 108, какъ и взят разно- 
ети оть него (см. $ 28, 24). 

105. Пусть 


{1} и, == зи(аз-- 5); 


мы имфли 
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Аза + 8) = очен, (2) 
если положим 
ат 8 
то изъ (2) будемь имфть: 
А (= + — 
эициг НЫ = (4) 
25а -. ра 
сумчируя об части, получимъ: 
5 (- + — 
Узие ни 6) 
Тавже вайденъ: 
(= 
Уоние--и = с. <) 


Е а-я 
с03(ах-- $) найдутся, когда мы изъ дуги вычтемь — ‚ а саму триго- 


‚ @й тат 08) 
нометрическую величину раздЪлимЪ нА 25-5 — лЬйстыя обратныя 


тфмь, которых хы дёлали въ $ 25 и 26 дли получешя разности этихъ 


фучьлий. 
106. Еели 


зи(ах -- Беш(ех-г а). эннох-- В, {1 


и, 


(а также еели нфкоторыл зи, или и веб, перемЁнимь на 60$), то эту 
функлию можно преобразовать въ стмиу зи 605 раздичрыхь дугъ ви- 
да Аз--В, которыя просуямируемь по правилу предылущаго $. Рав- 
нымЪ обраломъ, если иуфемь 


в, == УП” 008", (2 
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70, какъ стелепи з#1 и с0$ могутъ быть выражены эрезъ зу и с0$ крат- 
выхъ дуг”), мы опять получныь сумму членовъ вида 


> зпКах -- 5) 08(ех -|- 8), 
которые олять приведутея къ сухмв членовь вида зв(Ах-- В) или 
сои В). 


107. Разсмотримъ теперь комбинащи алгебраическихь и трапецендент- 
ныхь фунинй, Если 


(1) 


ТД и, пфлая фуныыи, то сухмнроваше возможно по частямъ иле по- 
степенно, или сразу мо формулЪ (4) илн (7) 896. Ееди в, стенени т, 
то полагая въ формул (4) д-=т--1, и ныфя въ виду, что 


<) ДР’ == а — 1, 


откуда дл р==т--1 


8) @— д" 
мы получим: 


аи 


. . 
= ыы @ де и @ й 
нам нат оао 
ри ая 
ла, ла Аи. 6; 
Ач, А ити. НЫ А”и, тм 


й е 
беря въ хаждомь уленё разности по форизяв (2) и вынося; за 


скобки, мы будемъ ныфть окоячательно: 


й И АЕ 
, в у: 
Ул ты (Иан | (г ) ды... 


и лы 


+5 и ато 


я 
в 


*) См. Кратый курсъ Внешей Алгебры, М. Тикомандрицеато. Харьковь 1887 г. 
стр. 29. 
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108. Также точно можно просуммировать функции: изйцах- 5) и 
исо(ах -- В), если в, есть пфлая фупкщи стецени т. Чтобы это 
едфлать валишехъ сперва формулу (4) $ 96 короче тавимь образомъ: 


: 
СА НС Амин (9 


о 


ебли и, цфлая фунещя степени 2ь, то, положивь А==в-Р1, мы полу- 
чииъ форхулр въ которой не будетъ непросумиированнаго члена, именно: 


(2) 
ЗаЪеь мы должны привять 
д”Не, = зака). (8) 
Есля имфемъ 
«, = ОзиКах-- 8), (4) 
то у 
Хе 
д", = 6) в ( Чаи т и я 5) 
еличая ото еъ (3), находимь, что должно ирикять зъ (4): 
©=— (6) 
25 
з 
В=ь—(@ш (1) 
принявъ это, изь (4) будемъ ямфть 
в Е и-И 
= ея (8) 


Веря отъ этого выражешя разность н-— Гго порядка, будемь иифть: 
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(9) 


перемфняя здфеь 2 на «| #, получимъ: 


воен 


А ода ‚ ав" 
Эан-у 


или окончательно 


а УиянееНо Уна, 


=) 


подобная же формула инфется и для соз(а -| 


сое 


(8) Унеокаа 5-у ПНА, 


Бет 


в08д = 


при помощи этихъ фориуль вопроеъ о нахождены Умзиие и Ун,совх 
сведелея къ вопросу $ 107. Такъ 


— 19 - 


Ущья = т | Ущеун Угу | ; @ 


а здфсь первая сумма вайдется по формул% (4) $ 107, полагая тамъ 
&=6, вторая полагая а=е 1; послБ этого только остается подета- 
зить выфето е съ мнимыми похазателями ихъ выражения чрезь $1 и 608 
я вдлать упрощен, 

110. Подобнымь образомь кри помощи формулъь (1) предыдущаго 8 
можно найти суммы вида 


(ах -|- 8). [69 


06% заразъ легко найдутся: помножал вторую яа г и складывая, по 
формул: 


а" == воза 191, 2) 


будемъ имфть: 


У. зе | важ вне = 
— оУндыу ; 


поелфднюю сумму найдемь по (4) 8 107 перенфняя тамъ о ка де”; вотав- 
ляи сюда, отдфияя вещественное оть инимаго, получимъ, еравнивая еъ 
первою частью, искомыя гуммы (1). Хотя этимъ сшособомъ можно во- 
лучить и общую форнулу для случая и, стелени я, но мы ограничин- 
ея однимъ иримбромъ, который достаточно уяенить примфнене этого 
‘метода. Пусть требуется найти 


{3) 


У" м твовх; 0) 
зыето этого жы ищемь 


Уеевее = Уи, @ 


По форжуль (4) $ 107, перемфияя тамъ а на ав, мы полтанмъ, ра- 
скрывая еще скобки: 


(3) 


помножая каждый членъ из выражене, сопраженное его знаменателю, 
мы получихь: 


ие 


Уи" ей = 


За’созй-! 


48 Не зав 2 
ны 


| 
) я 
И 


в 


ие 
(вася 


а До ва НО реке 
е Воде и пормы-с, 


ет И 


Захфияя злфеь показательныя фунвщи, содержания #, ихъ выра- 
жешями чрезь тригонометричесыл, и сравнивая вещественныя части, 
получимъ требуемую сумму; [еравпизая мнимыл, получим сумму отли- 
чающуюся оть требуемой ть, что вуфето созх войдеть эп]: 


а р 
"с05(#—й)—а с057 ая 


а равози--1 


(5) а Икео-—)—В ое ‘ови-наР сео 2 М ор В + 


(= а Рсозй-|-1)3 


овом 


111, Сухна данной фувьщи и: 


а) У.= 


вакъ тоже функин отъ и, можеть быть опять сумумируема; сдфлавъ это, 
мы будемь имфть сумму второго порядка, которая такъ обозначается: 


(2) Ух „= УЗ, 


Такъ вакъ 155“ [ем. $ 12, формула (3)], то 


уе.-+0). 


= - 


ото у = 
= Ме, НОУ = 


(в 


Ни, с- +0, 


тдё и, -— Уи, есть частное рышене; зносл это во {2), буденъ имфть: 


й зв 

Уи, ве в; (3) 

суимирул это равенство и озвачая частное звачене Уж, чрезь #,, бу- 
демъ нибть: 


[2 А 
Хо РО +8. 4 


1.% 
Продолжая стумировать вновь каждый полученный результать, мы 
посл и такихь онеращи подучимь и-ую «умму, или сумму я-го поряд- 
ха, ВЪ ТАакОМЪ вид: 


(5) 


Уи, + Ее. 0,0,,6, 


тдЪ 0, обозначаеть частное рёшеше, т. е. оду изъ тавихь функ 
которыя вмфють и, своею я-ою разноетью: 


"И, = в, (6) 


тдЪ С, С, 0,...0,_, провавольныя поетониныя; дфлители факторюлей 
по желашно могуть быть екрыты въ ироизвольвыхь поетоявныхь Си 
прот. Кашь видимъ изъ (5), общее рышеше травневи (6) получит- 
ся, когда мы БЪ частпомр его рышешю (, придадичъ пфлую функцию 
стенени 2—1, разложению по фацтореляхъ, съ произвольньии козф- 
фицентами, чиеломв я. Въ силу этого, переходя въ примфрамъ, 
мы будемь отмевивоть частвыя рёшенн, и приписывать къ вимь 


Ех, 6,0, С... С,_р, овредфдяемую формулою (7). 
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119. Мы нифни въ $ 97 формулу (2): 


а 
ан 


ыь_ 
2 д 


рат 0: 


полагая 0=0, мы получимь частное рёшеве: 
ан. 
ат › 


1) =" 


суннируя это выражеше по этой же формулЬ, мы послЪ и-разь повто- 
ренной опоращи пайдемъ частое рыщене: 

ера 9 

(в туби--2) .. (ин 


слЁд. общее рёшеве будеть: 


бе 


ик 

2 вое я о (а, 0,0,6,: би. 

# ху абы) „о еериж" — бб, 0. 
Пусть требуется найти 


© хе 


по формулЪ 8 103, будемь имЪть: 


отеюда чрезь повторенное суммиропая!е находим: 


4) У 


1 


Ре. 6,6,,0,..-0,.). 
1} 


Пусть требустея найти 


У иках в; Уоаа--В); 


мы видфли въ 105, что для того, чтобы просуммировать зн(ах-- 6) 
ах 
или соцах--5), нужпо аргументь уменьшить на 4х и резульгать 


; ай 
раздфлить на 25; слфд. для того чтобы получить и-кратпую сум 
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му, нувно только повторить эту операцию я-разь; слфд. въ итог умень- 
вл ‚ ай" 
шить аргументь на н—^-^, и результать раздфлить на [2815 }; 


мы получимъ тогда частвое рфшен1е; придавая Р(С, (1, (,... 0, у), во- 
лучимь общее рёшене такого вида: 


о я | 
У” неа И --8е,0,0,...0,4): | 
о НН — 4-- =) 


2 
25 и) 
2 


113. Если умфемъ находить кратные нитегралы оть и,, и разности 9, , 
то можно вайти Унию, и Уи, . Мы вывели въ $ 95 такую формулу (6): 


(5) 


(и) 
У во = Е е,0,6,...0, 3). 


Уна, но, Уи, х(5*) Де: @) 


#0 этой самой формулВ найлеме: 
=» ри ай 
о г 
Убытки 


а 


ь ее 
дед, и„— ЫМ А, ; 


т.) .- 


поставляя изъ каждой формулы въ предыдилую, получныт: 


к 
уеиу нь тина, 
«Ни бе 


ЧА, Убит у да" 


— м — 


Если $, полиномъ степени #—1, 70 послфдняя сумма =0, и иите- 
граль лфвой части будеть найдель, воль скоро будемь умёть находить 
кралные интегралы и, до порядка +. 

114, Возьмемь теперь сумму отъ (2) во второй частн отЪ важдаго чле- 
ва порознь по формул (2), доводя до суммы я-го порядка оть и,, 
молучинь: 


Жи 2 поели 2 
Деу, сы и 


а 
— АУ 


и, т (5х 


(м 


т. в, имфя въ виду, 910 &== ©", 


В а ре 
Убить Хи, — 07 даун НО АУ. 


2 и. до ти тля тв и 
с от", УРинст" та ыы “А 
ии 
+6" х 5") д, 
Суммируя эту фориулу, каждый членъ второй частн опять по фор- 


мулЬ (2) предыдущато $, доводя до суммы я-го порядка от в,, по- 
лучимъ, ныбя въ визу формулу (3) $ 35, селдующую формулу 


В =: ме 
х з я 
Убит, Уи, — 03 Де Хы, | 6. А, Уи: 


ак 


о ее, Виета" 


еда. 


Сао 


инс 


— 1% -— 


Продолжая 910, приходим въ такой формул: 


Уи: да, 


Зена ины 


Убил, 
делая ди" а 
— Уи 


и ле. 


пе" 


бы, 


инь | 


Для доказательства этой формулы остается показать, что если про- 
суммируемъ ес еще разъ--важдый членъ второй части но формул (2) 
вредылущаго 8, 10 получится формула, которая изъ этой выведетея 
чрезь перемфву эн -ча в --1. Доказательство это, какъ пе предетавляю- 
щее иикакихь затруднен, предоставляень выполнить самому читателю. 
Формула эта хана еще Тэйлорожь, ко нфеколько въ другожъ видф, во- 
чорый получится отеюда на основани того замфчанйя, что 

0 =5, (2) 


р’ 


по этой формулВ будеть именно: 


с,.= неа"; 
= 0, н т. 


и потому формулВ (3) можво дать такой видъ: 


и ыы на 
вы | ы „ : ила ев 
У ил, = № и.’ А») и;-С д, У и; 


ть аятЕНь 


В ол У“ Ак (5) 


ср 
( “, Ат 
= 


У 


ее 


5) 
х 


ниже усазатели С ихуть возрастая до я, оставанеь всегда равпычи 


показателю порядка разности отр г, въ чомь же члел$. 


115. Въ етатьЪ „О ифкоторыхъ приложеныхь общихь фупешй Бер- 
{ириложене къ ГЛ записокъ Импер. Академ. Нау стр. 


. дли преобразоваши кратной суммы въ 
20 


нулли”, . 
Ак. Иишенецый далъ формулу. 
Тихомандрицяй, Вурсь тео почечн, развослей, 
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проетую, аналогичную формулВ преобразовавя кратнаго интеграла въ 
проетой. Иуеть 
ие 


0) „=У Не, 9, 


гдф 2 въ Дл, у) играеть роль нараметра, и приращен:е у есть # == 


Давак х приращене Дл =й, будемь имфть: 


на „. 
8) га У Канд У Пень о-Рь 
^ 9“ 78 


вычитья отеюди (Т), получим: 


(3) Аз, У Ала ге-Нь, 


= 


— формула аналогичная формул дифференцированя опредфленнаго ияте- 
трала по параметру. Прямежь теперь въ этой формулЬ 


ем 


5; дл = и =. 
(5, Аи, р 


зноси из, (5) для В= | въ (3), будем нибты 


и 
АИ 


ет 


(6) 


и 


ибо Де--А, 2) 
бра : = В 
обращается уф нуль; 0 тЬУЪ же свойствомь по (5) обладаеть и Д.Д, ); 
а потому иримфияя постоллио формулу {3) къ каждому пиБющемуся но- 
лутиться резутьталу, прилечь наконедь въ такому окончательному: 


0, такь накъ второй множитель въ (4) ври х—у=й 


[6 
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откуда волучинь: 

ДА", =и,. {8) 
Отсюда савдуетъ, что 

= Уи, (9) 
одно частное уфшеве мы получимь, вставляя значеше Дл, у) изь (4) 


въ (1); оно будетъ 


(10) 


придавая къ нему Р(х, С, 0, ... 0, )— цьлый полиномъ отенени 
в— 17$ ИИ, мы получимь общее выражен фупкщи 2,, удовлетво- 
ряющей узловю (8), т. е. общее выражевне УФ»и,, имевво: 


ав 


вв 
—1) и, Ее, 0,6... 6, 


это и есть искомая формула; она лишь обозначешемь отличаетея отъ 
формулы (27) стр. 36 цитированной выше статьи Ак. Имшевециаго, и 


предетаваяеть полную аналогю ©ъ извфетной форхулой ивтегральнаго 
исчиеленыг: 

ы [а сх р 

Издал" = О и усы 6х „0..9 аз 


> бы цыф. НойеЪ Совев 42 сафош ивайвут. т. И. Рад 1570. р. 396 


ГЛАВА У]. 


Соотношене между суммою и интеграломъ; 
Формула Маклореня. Формула Стирлинга. 


116. Въ яиду чрезвычайной ограпиченяости числа случаевъ, когда 
сузмироваше можеть быть выполнено ть конечномъ зилЪ, формула 
выражающая совтиошете между суммою и ивтеграломъ, къ вывоху ко- 
торой мы теперь переходимь, прюбрЪтаеть и практичесый интерес», 
такь какт позволнеть сводить суммироване па нитегрироваше, удаю- 
зщеесл ил, гораздо больемь числ случаев. КромЪ того эта же формула 
можетт, служить длл приближеннаго вычислен!я опредфленныхъ инте- 
граловь. Фориула эта дава въ первый разъ Маклоренемь*, потомъ 
была вновь выведена Эйлеромь **), (почему многими называется и до- 
велЪ формулою Эйлера). 

Махлорепь п Эйлерь дали свою формулу безъ остаточнато члена 
согласно тогдащнему еостохнво теори радовъ; иь послдетыи, еъ раз- 
митень этой теорйм обнирузвена была необходимость раземотрЪнуя оета- 
точнахо члена. 

Въ нерный разъ остаточный члень этой фориулы быль ланъ Пуассо- 
номъ **), но при помощи однако ередетвъ, чуждых разенатриваемону 
вопрост: первый надлежаний выволь быль дань Острирадекимь ****); 
позже остаточный злень быль полученъ вновь Мальметеномь *****) съ 
помощию почти тождеетвеннаго анализа который и вошель вь куреъ 


*) Мадам. Чтеаиве оЁ 'Пахтол. Тюнфой 1742. 


**) Ее. Ъ. азйниюнев Сысий Фогелеай». Рагз роемог, Сар. У $ ИБ. 

*4®) Рибчон. Мешоне зас [е ссы Чев шёбрсаез Чебщез, (Мётойез Це Асадепие, 
1828 р. 511). 

++} Озтодгай зу. Метоне вшг 105 чпафгатотев Чёйсев Та 1е 25 Аойф 1839, На- 
печатано вь шешуарахь Авадеми наукъ въ 1841 году. 

жин*) Мийтмен, СгеНе. Ва. 35. 1847. 
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разностнаго иечислоня Буля*) и въ куреь анализа Шлёмильха*®), 
Простой и изящный вывожь фориулы Маклореня съ осталотнымь чле- 
ком даль Ав. В. Г. Имшенецый въ стать „О функщихь Бернулли 
х выражен разности. между однопрельльною сумиою и интегра- 
ломъ“, помфщекной въ ученыхь запиекахъ Ими. Казанскаго увиверся- 
тета за 1870 г.***). Мы будежъ въ вашемь изаожещи въ всуществен- 
номъ, особенно въ пачалф, придерживаться мемузря Осгротрадекаго, 
доноляни потомь по Шлёмильху, Булю, Имшенецкому и другямъ. 

117. Исходной точкой вашего вынода, будеть служить оиять, какъ и 
во Ц-ой глаз при вызодв выражен разностей высшаго порядка чрезъ 
производным, система уравненйй (2}$ 40, которую [безъ посл дняго урав- 
неня, но съ присоединенемь уравнешя (5) $ 39] мы еще разъ здЪеь 
выписываемз: 


И М ырын "2" иво 
Аи, и, Ри, иг | аш. меры 2 
‚ йо” М в 2 ое 
— 4 |. 1 ии 
2%. Е ЛЬ ера 
и ь? ша 
„_ р в"? ни 2" ао ар 
Ди. = ре и 
з 
«— 2 гоу 
Дип ты { г мы 2 
г 


Помноживъ эти равенства по порядку на 1, ва А, па 4эй?,., 


посафднее на див" я взявъ сумму этихъ произведенй, мы получим 


тавое равенство: 
++ ДАДи ди РА АИТ 


2 
® НЫ Нк [обмена 


тд 

+) Воде .Ттеацае оп не байон1из о бай д Жагопеев, ТВ ед ов, Топйот 1880. р.149. 

**) ЗеМбтйсь, Сотрейиит ег ЪбБогеп Апа[уыь, 2-е АлНазе. Возиаойутейд 1874. 
Ва. (1 ВегпоаШ5евей Рапсйолел пи @е Ва еолуегкеле Вефет. р. 207) 

***) [Вошло въ книгу НоверРя: Сошз 4е саюШ ибайёзиты. Рай. 1878. Т.Б р. 
418, $ 495]. Соль же относлтел я сяфдующи работы того же автора: „Заг № дёлёи 
Балбор ев бопоНо0з 4е 7. Вегаон м. Мёт, 4е РАСЫ Дир. без воетчея. к ХХХ 
УИ. вейе 1883, и „О иёкоторьхь призоженихь общихь фушай Бернулане, ТАЕ тому 
заинеокъ Ими. Авалеши Наукь, 0,6. 1886 г. 


— когда опредфлимъ коэффищенты 41, 4», Аз-.-А„_1 изъ уравае- 
неш#, получаемыхь отъ приравнивашя пулю кооффищенсовь при 


м. .-и-И въ имфющенся получиться равенетьф, именно изъ урав- 
вевтй: 
1 
та = 
то 
1.2.3 1.2 
®] 1 А | 
| тада Газ Рот =0 
4 РВ 4 
‹ эт] (1 ь и ь (и—3)! РН 4» 


118. ЦБлая фупишы стевени и, опредфляемая формулою (3), вв ко- 
торой коэффищенты опредёляютея изъ уравненй (4) предыкущаго 8, 
называется хфункшей Бернузли *); настоящй $ мы посвятимъ изложе- 
по главныхь свойствъ ея. Во первыхь прямо изъ опредфленя Бер- 
нулевой функц ((3) предыдущего $) (4) видио, что 


) | Фан) == 


подставляя въ (8) выфсто ; единицу, ва основан послёдняго изъ (4), 
мы будегь иить: 


(2) ли) =0. 
Халфе, беря произвохную отъ обфихъ частей (7), мы будемь имфты 
»—1 яя =-3 


ро ” Е 2 Е 
(3) › т у НА, о | “ие. АА иль 


т. е. по обозначению (3); 


{#) Фет) = ит — ПНА. 


Дифференцируя это равенство, будемь имЁть: 


*) Бертраяъ называет» функщей Вернули проязведеще нзыв такъ названной ва 
{т — ТЬ Шабмизьхь — ив И; но вы предночнтаемь опредьзене текста согявено съ 
Ав, Имшенецьныь, обозначая однако функтю по Пабмильху. 


— Ш — 
Фет) == ель — = ет) РА; (5) 


продолжан хифференцироваль послфдовательно каждое получающееся 
равенство, найденъ: 


Ферт) == (ен — 3) Аз, 


Фет) = ет — 9 Аи, 


ет эл) -- Ар, 
ет) =1, 
бо 


9) =, {т) 


зажъ то елёдуеть изъ (3) предыдущего $. 
Полагая въ (4), (5), (6) 2=1, и имфя въ виду, что (2) иифегь 
мфото для воякаго т > 1 (по (4} предыдущего 8), а по (7) настолщаго 


ч(ЫП=1, {8} 


мы получимъ для производныхь отъ 9(2,из) при 2==1 сяфдующья зна- 
ченя: 


ФА, 9", а, "ай, ., | в) 
С ьту-Аь, 9” Энд, ну. 


Изъ вихъ но первому изь уравнешй (4} предыдущаго &, значеше 
производной + — 1-то порядка можеть быть еще такъ представлено: 


ая) = — 41. (9) 


Разлагая теперь 9(2,#) по стененямь 2—1 по строкз Тэйлора и 
располагая члены въ обратномь порядьЪ, на основании (2), (9) и (10) 
мы получямъ такое выражене для этой фувкци: 


ет _ 
ЕН, ев. 


| 
(11) 


#19. Подагая здфеь х==0, мы получимъ длн м2 четнаго, зи == 2р: 


1, & 4 ЗЕ 


ры ар-бТ! 6-2 — ы-ЭГ Г 6—9 


... А 


для т нечетнаго, ж==2р -|-1: 


А; А . 
ВЕН бе ВЕ ор бА 


()— 


зъ обоихъ равенствахт, начиная съ третьяго члена, знаки и — че- 
редуютел. Положивь въ посдфднемъ изъ уравшенйй (4) $ 7 ж=@р, 
и складывая его съ (1) настоящато, мы получимъ по раздфлени все- 
то на 2: 

4. 


7—8 


порто Карн КА 


полощивь въ томъ же уравнени и = 2р-|-1 и складывая со (2) иа- 
стоящего $, получимъ: 


№ | | Ара 
< севу Гари ^^ Р1 


о. 


Для р==2, это уравнене обратится въ такое: 


для р=38 въ такое: 
4; | 4 
Ще = 


н т. д; откуда будеть слфдовать, что 4; =0; 45 =0,... и вообще 
Аз ==, т. е. вс А съ нечетными указателями, начиная съ Аз, рав- 
ны пулю. Если на основав этого изъ послфднято изъ уравневйй (4) 
$ 117, полагая таиБ и==2р— 1, выбросимъ члены, содержаше А съ 
нечетными указателями, какъ равные тождественно нулю, то мы буденъ 
имфть для опредЪленя козффищентовь А съ четиыми ухазателами еще 
н уравненя такого вида: 


о о Аа 
ПР ер-в Кар-вя т вр 5 К и Р4ь +0. 


1 
(5) 2 


Можно вычислять эти А поелфдовательно или изъ (3), или изъ (5) 
уравневй. 06% систеиы уравнешй дають тВже самыя значевя для 
хоэффищевтовъ, хотя и трудно изъ олной енетемы вывести другую. 


-— 188 -— 


120. Далфе, сами функцш Бервуляевы для четнаго и нечетнато но- 
казателя на оснорани прехыдущато примуть теперь такой видъ: 


реа ре де я 
9(а.2р)= а Нбр ин АатНА а и“ КАь-в г: 1) 
ген 22 2—1 5р-3 

О # 2 8 
ОВР “арт ет" |) 
Е Ара я Аи: 
По формул (11) $3 118 тёже фунвщи предетавятея еще такъ 
ее и" 
О Ор Ао В ОГ | 
Не 
@ ел, ия 
(арт) г + ре р 


(2—1 
ны ет. 


Подставляя въ обфихь нослбднихь форнулахь Р— 2 вифсто р, мы 
получинъ направо въ {8) $(2,25), ибо единственный членъ ©ъ не- 
четною стешенью второй поелЪ этого будеть ныфть знакь -|-, кавъ в 
въ фориулв (1}; направо въ (4} мы будемь имёть вс члепы (2), во 
съ противныки знаками, ибо единетвенный членъ въ (4), который со- 
хранить свой знакъ, такЪ какъ содержить четную степень, инзеть уке 
знакъ --; такимъ образонъ будеть: 

ФИ -—22р) = 929) 65) 
ваз = -— фейр-- 1). (6) 

СлЬдовательно для значенй равчоотстоящихь отъ вонцевъ интерва- 

18 0—1 первая фувьщя имфеть значея одинежовыя, вторая же рав- 


1 
ный, но съ ии знаками; для 2=2- она обратитея въ пуль, ибо 


полатая въ (6) „== 5, будемъ имфть: 


же 


— 14 — 


что для цфлой фунвюи, какова Ф(#,3р--1), возможно вишь котда 
1 
{1) (2-1) 0. 


Тавимъ образохь функшя Бернулли нечетной степеви между общихи 
корнями Он 1 вефхь Бернулмевыхь фунюшй имфеть одинъ корень, 


1 
именно 2—5; мы увидикь, что въ этом промежуткф опа не инфетъ 
друтихъ корней, а фуикия четной степеви вовсе ве имфеть корней въ 


этомъ промежрткЪ. Но для этого надобно еще раземотрёть поближе 
ироизводныя этихъ фуккшй. 


12 Уравненя (4), (5) и (6) 8 118 теперь, вогда выбото коэффищен- 
товь съ нечетными указателями введемъ ихъ значеня вуль, обратятся 
въ тая: 


Фев) ел — А; 
Рав) = фр — №—1); 


а) 


(ибо Ари 10); 


@) | ФИЩеь -Г1) = фир 1-20; 


ель — Ав. 
Зь частномь случай; $ = 0 послфдны изъ (1) и (2) дадуть: 


(3) Ч’е2р) = 9,2 — 1, 
[С фар -- = ел --А.,. 


1 
Интегрируя нхъ оть д==0 до 2—5, будемь нибты 


1 В 
5 з з 
5 | ору (5. »)- | (ар — Па», 
8 “ ео 
: 
(6) 


; : 
‚ * 1 
| чар -- аг=0 = ера, 
5 


хе . 


откуда получимъ: 


— 15 - 


й 
: 

{ (ера = — 2 - А; (1) 
1. 
ь . 

| эль (3. 8) 

4. 


Эти формулы намь ионадобятея зпоелфдетьи; но послфдияя требуеть, 


еще, чтобы было найдено значене *( > +5); это мы сдфлаемъ 


въ слФдующемь 8 по слособу Ак. Имшенедкаго. 
1 
123. Перемфная въ (1} предыдущаго 8 р на р--1 и полагая =, 


мы получиыъ (второе — на осповави (7) 8 120): 
(1. 1 Ре 
Гы | , ам , оны @) 


(2) 


1 
Разлагая теперь 9(2, 2р-|- 2) по степенянъ (-+) по строф Тэё- 


дора, на основании (1) и (2) будемь ныть: 


{3} 


ибо производная порядка равнаго степени функици, есть 1 (си, 6} 3 118). 
Полагая здЪеь ==, мы полузимь, [чакь как 4(1,2р-|- 2} 0 ] сд 


дующее: 


1 
-.-,2 Ь 
Сб. РН 
* 2.3.4... @р 5% ' 1.2.3... 


эр) 9 ° 
1 
Перемфнивь въ (3) $ 120 р на р--1 и полагая залфмъ =, мы 


1 
получимъ, по переневеныт (+, +2) изъ вой части въ правую, 


и написавъ члены въ обратномъ порядкЪ, елфдующее: 
т А, 1 Ара 1 
=—9(-—,2 в. рев. 
ы 5 (ее) +15 ое И 


к Аз и. А 1. 
ТГ. 2.3... @5) 58 Г1.2.3...(8Р-ЕП) И | (ра 09° 


(5) 


складывая это съ (4), будемъ имфть такое уравнен: 


И 1 
"(г , эра, й (> , 2—2)», 1 


о Ро аа о 
(6) 1 
(> НА, | й й 
| --— | Е -- 
7 ор 287 @рН я ВЕНЫ ‘от 


. эры 
Ломножан это уравнеше на 2+ „ мы получимт, (напиеавъ при этомъ 
члены въ обратномъ порядЕ®): 


| зе, +24] 
м о ря Я М. о =... 
ны а 
и 1.2.3.4 я * 


Но перемвняя вь (3) $ 119 р из р-- 1, мы будем нифть: 


1 о, 


8) 2 Ровнх Керу-— Ртаза г 


— 157 — 


еличая это съ (7), мы замфчаемъ, что (7) получится изъ (8) замфияя 
А» чрезъ: 


и (зе „|: #=123...] (9) 


но, теперь, хазая въ (7) и (8) р значеня оть 1 до р, мы будемъ нить 
дв системы уравненй, получаемыхь изъ 


1 ори 9 у № 
ре Парни Кр Гар-я К Ка Фо 09 


(РАБ р пробфгаеть тьже значеня) чрезъ замЪну у, въ одной чрезь 
Аз» въ другой зрезь пыражеше (9); отсюда слФдуехе, что 


== иеола] =Аз, ар 
{ибо система линейныхь уравнений (10) нифеть одно рёшене); отвуда 


{г 


Полатая злЪеь ==р--1 и внося результать въ (8) $121, будемь 
имфть: 


(2) 


[ее == —- 
45 


эр * (3) 


123. Вернемся посл% этого отетуплешя въ форитламъ (1) я (2) 8 121. 
Полагая 2==0 и 2==1, мы получимь для функ Бернулли четной 


степени: 
Ч, р) = ар) == А, в; | @) 
ово "ви 0; 


и дли функщй Бернулли нечезныхь степеней: 


бору аль--0=0, | @ 
о р-р Ав; 


я60 сами фуньш!и Бераулли обращаются въ нуль для 2=0 и для 2 
но 


— вв -— 


® | Фор) = 
9 =— д, 
и также 


Що ль-- = 
0 =— 41, 
кавъ то слфдуеть дли 2==0 изъ (6) и длн 2==1 изъ (10) $ 118. 


Имя это въ виду, мы получимь ташя таблицы значенй: для 9(2,2р) 
и ея производных»: 


Ф $’ $’ _ (а ГЫ . А ры 
(= 00 4,0 4 А, 1 
2—1 00 4,0 А. —4, 1 


и длн 9(2,2р--1) и ен производныхъ: 


во обе ре 


9 г 9 И ИИ 
(Пао о 4, 0 Ат 
— 1 


2=Го 4, 0 


Такъ кавъ поель уничтожены фуньщи ныфеть янакъ одипаковый со 
своей производной, то въ рядахъ длн #=0--2, га г достаточно ма- 
лая величина, всЪ функи, которыя для 2—0, обращаются въ нуль, 
будуть имфть знаки справа етоящихь оть них козффищентовъ; пото- 
му ве число перемфнъ въ этомъь ряду будеть равно числу перемЪиЪ въ 
звакахь кооффищентовъ оть А; до 4,„_‚, вобтьфтотвенно до А„,, у8е- 
личенное двумя перемфнами отЪ М. къ 4, и оть А, къ 1, (ибо 

1 
А’ =— 


5: 


а =-— В какъ то вадпо изь первыхь дзухь уравне- 
ий (4) $} 117); слфдовательно наибольшее возможное число нереиъиь 
будеть состоять въ ряд для 9(2, 22) изъ р--2 перемнъ козффищен- 
товъ оть 4, ДО Л, ан изь двухъ оть 1 до 4, итого изъ р перемфнъ, 
Я №6 рад для 9(2, Зр-- 1) изь р—1 перемфиь коэффищентовь оть 
А, до А, и изъ двухь оть А; до Ч,, итого изъ р--1 пережфвъ, к 
это будеть тогла имфль ифето, когда кооффищенты, изчивая еъ 4, 
имфють знаки попереыбино — и |. ъ какъ до упичтоженя фупк- 
Ен ©0 евоею производвою имфетъ знаки противные, то въ рядахъ для 
я=1— =, га г лостаточно малая величина, каждан фупьшя, обра- 
шающанся въ нуль при 2—1 будеть нуфть зважь противный знаку 
злдующаго за вей козффищента А, тогда какъ для 20-2, онъ 


быль одинакй. Отсюда сллуетъ, что еели въ первомъ ряду уничто- 
жающанея фувющя столла между двумя 4 съ одинаковыми знаками, 
такъ что таз было дви воетоянетва, то теперь эти постоянства замф- 
нятен двумя перемфнами; если же униттожающаяся фувишя стояла (въ 
ряяу для #=0--8) между двумя съ иротиввыми знаками, то перен иъ, 
и теперь будеть одна, и она только подвинется ва одишъ рангъ въ пра-° 
#0 при переход отъ 2=--е съ 2=1— =, Отоюда слфдуеть, что при 
существовани двух рядомъ стоящихь А съ одинаковыми знаками, чи- 
сло перемфнъ должно было бы увеличиваться при переход отъ д ==-[- г 
вЪ #=1—е, что невозможно *). Отсюда заключаемь во-вервыхт: что 
веф кооффищенты А начиная съ 1) поперемвино отрицательные и по- 
ловительные; во-вторыхь, что число перемЪяь въ рялу для 9(2, 28} 
И 2==1— в будеть состоять изъ числа р —2 перемфич. коэффишентовь 
оть 4, до Ч, з, ИзЪ одной нережфны оть ф’ къ $", и изъ одной оть 
фкьф'; итого изь р перемБнь— накъ и въ рядф для 2=--8; Хля 
функщи же $(2,2р--1), чивло нерембеъ будеть состоять изь р— 1 
перемфаъ оть 4, до А», и изъ одной отъ ф къ 9’; сл6довательно вее- 


то изь р перемЪгь. Отсюда заялючаемь ис теорем Фурье, что в% раз- 
сматривлемомь промежутив оть д == 0 до 2= | функц $(2, р) вовсе по 
имфеть корней, ибо ни олпа перемфна не пронадаеть при перехохВ 2 
оть.0 кь 1, (такь казь въ обоихъ по р перемфиъ), а $(#.2р-- 1) 
иифеть только одинъ коревь, ибо пропадаеть одна перемВяа, [въ пер- 
р 1 
вом ряху былор -- 1, а во второмъ только р]; этоть корень есть 2 = 5, 
какъ 10 мы зидфли выше. Отсюда елёдуеть, что функщя $(2,2р) ве 
иЪнаетъ свосго знака въ промежутк® отъ 0 до 1. Самый знакъ ея оире- 


1 


ДЁльтся но значенно ея для #2 = н будеть, какъ то видно изъ фор- 


2 
зы (12} $ 129 протиненъ знаку хоэффищента А,„„ Такь какЪ знаки 
хоэффищентовь 


д, 4, 44-4 


поперемфнно — и -|-, слфдовательно 4». нифеть звакъ —; то А, 


1 
будегь ихфть знакь (— 1)” 1; сяфдовательно зна (2 , й будеть 


одинаковъ со знаком» (— ПР, т. ©. при р четимь будеть --, при р 
нечетномь —. 

124. Уравнени (+) $177 суть т® самня, изъ воторыхь опредфляют- 
ся комрфищенты разложеня въ рядъ по стелевямь х фунещи 


*) С» М. Тикочандрицкаго. Крат куреь Высшей Алсебры. Харьковь 1887 г. 
Та. 1Х. Слособь Фурье 


(0 


Эта фунещи конечна для 2=0, именно ==1, катъ то видно ить 
зтораго выражени ел; въ безконечность обращается для х== 21, гдЪ 
А цяое чивло, положительное или отрицательное, отличное отъ нуля 
(ибо с" 1); для яеякихь другихъ зналенй х, вещественныхь или 
комилевсныхь она однозначна, конечна и непрерывиа; слфдозательно 
по теорем Коши разлагается въ рядъ по возрастающимь положитель- 
нымъ степенимь х, безусловко сходянИйся внутри круга радуеа 27; 
а потому ножно положить; 


(2) 


Ветавляя сюда вифето лЬвой части правую чаеть (1) и освобождая 
отъ знаменателя, получим»: 


@) (нии. офлерьяьяно. 


раскрывая скобки и раеполагая по степенями 2, зат и сравнивая коэф- 
фиденты при охинаковыхь степеняхь х въ обфихь частяхь равенства, 
мы будемь ни\ть такую еистему уравненй: 


А 43 Ява 
1 | 
т ата г... 21 


ит. д. 


0= 


1 
в 


А 


| 
| 

“ о 
| 


тождественную съ системой (+) 8 17, откуда и опредфлимъ коэффи- 
зцевты 4,, 4.,...4А,.--Мы уже видфли въ $ 119, что хоэффищенты 
съ нечетными указателями, начиная съ Аз, равны вулю; въ этомь же 
можно убфдиться и тавимъ образомь. Изъ перваго изъ уравненёй (4} 
нуфежь: 


д--у: © 
внося это во {2) и перевося атотъ членъ иалфво, мы будемв имфть: 


т ды ди д +... (6) 


но 


(7) 


отсюда же видио, что первая часть въ (8) есть четная функция 2; (д%й- 
ствительно съ перемфною х на —х, первый множитель и знаменатель 
втораго неремфихть спой знаки, тогда накъ чиелитель сохранить свой 
знак; а потому и во второй части должна быть четная функц, дал 
чего веф А сь нечетиыия указателями должнн обратиться въ пуль. — 
Вь 8 132 мы видфли, что начиная съ Аг’, воэффищенты отличные отъ 
нуля (елловательно далфе съ четными указателями) имфютъ поперенфноо 
знаки — и --, такъ что знакъ А» одивакоръ съ эвакомь (— 11 или 


а 
что тоже, со знакомь (— 1)"; а потому можно положить: 


тдё В»: будеть положительное число, назывиемое Бернуьиевымь. Изъ 
уравнеши {+}, выбирал ихъ трезъ одво, начиная со второго, подетавляя 


1 
вифото Ау его величину — --, выбраемвая изъ пихъ, какъ раввые нулю, 


членн содержание коэффищенты съ нечетныхи указателями, в виЪето 
коэффищентовь съ четрыми увазателями внося ихь выражеши ($) чрезъ 
Бериулмевы числа, мы выпедемъ, имЪя въ виду еше, что 


такую систему уразненЙ для опредфлешя Бернулиевыхь чиселъ: 


Тиломанариикт, Нурсъ теор новелв, разностей, и 


В, 1 №, 1 В 


у’ Е м ГО Я 
Вы В, 
И [С 


Ввзодя Бернулиевы числа въ уравнешя (3) $ 119, и перенося извфет- 
вые члены напразо, мы получимъ систему травненй Вида 


ое 


{ пов ав, 1. 
| рая Я Кр б 
5 


Ве 


изъ которой также посяфдовательно могуть быть вычислены Бернул- 
мевы числа. 

125. Можно получить еще третью систему уравненй для опредфле- 
ня тёхъ же Вернулиевыхь чисель. Изъ (6} и (7) предыдущаго $, вво- 
дя туда Бернулшевы числа, мы получимь; 


=... 


В; 
6! 
[99 


ве .? В. В. Вы 
а В... 


* ы : 
Подетавлял сюда въ лЪвтю часть выфето в’ ие ихъ разложешя 
нъ рядф: 


2) 


— 183 — 


и освобождал отъ знаменателя лослф дегкихь упрощен, получимъ: 


1 1м 1 | 
ты оз ара Г Нар ой.- 
11 Е 
(- а Рив" ее рр о Е (9 
В В: -. 
В ат ны Вил р 
х(1- а бе 


Раскрывая скобки и сравнивая воэффищенты ири одинаковыхь ете- 
ченяхъ д въ обфихъ частяхь равенства, мы получимьъ для опредфльня 
Фервуллевыхъ чисель такой рядъ уравнен!й; 


Рьшан которую нибудь изъ трехъ намн наёденныхь системъ уравие- 
318, мы найдемь для первыхъ 10 Бернулмевыхь чиссль елфдующеи ве- 
личины: 


Эти зиела пожъ конедъ всё возраетають безпредфльно, кавь то мы 
увидимъ въ слфдующемъ 8, 
126. Если въ (1) предыдущаго $ положить: 


=. 


— 184 — 


тд ут, и затбиь обф части раздВлить на 9, то мы получаиъ: 


1 _ Вор _ В озвз Вы оу 
(1) 60 = — 512% 2 Ст] 


съ другой сторопы, извфетно, что 


(2) 580 0 п (. -ву): 


взявъ логариомическую производную, будехъ имфты: 


ао . 
1 20 в 
У О-о) у 
(3) 69 = 6 2, а ( аля) 
= 
разлагая зъ рядъ и располатан по степевяы 0, получимъ: 
201 ки 


1_2 
о-в ун-ы 
я 


сравнивая это разложеше съ (1), получимь рядъ равенствь, откуда 
найден: 


итд. 


Изъ этихь формуль видно, что Вл_г сь возрастанемь { до 22 тоже 


5 {201 . 
бузеть расти до со, ибо во множитель его Е: 8 съ увеличенемъ [на 
Эл. 


единицу въ знаменатель прибазляется все тоть же нножитель (21), 
а БЪ чисянтеяв безконечно возрастающий выЪетё съ { множитель 
{1--1}011Э). Но отношеше 


1—1 
ел 


— 15 — 


<тремится съ увеличеемъ { до со, какъ то нндно изъ (5), вЪ 1-07 
члену геометрической прогрессёи, знаменатель отношения которой есть 
1 
лу, & первый члепь 2. Этимъ объясняется сходимость ряда (1) 

$ 124 для значешй 2, модуль кохолыхь мевьше 2л. 

127. Для чисель Бернулли имфются легко запоминаемыях символичеся 
формулы. Эти формулы легко получаютсл при номощи формулы для к99ф- 
фищента при 2” въ разложени по степенямь 2 функции $(е’), тд 9(2) 
обозначаеть фунвцрю, разлагающуюся въ рядъ по строк® Тейлора. Фор- 
мула эта дана Гернелемь и выводится такимъ образоиъ. Мы имфемъ: 


у-ва -п=з-нраже-п-+ 


и ры > 8) 
НИИ 
но 
о о ... | в) 
с. , ту 


`разаагая входящя сюда показательных фунищи въ рядъ по степенямь г, 
мы получимь для козффищента А, при =” во (2) такое выражен: 


А, 


им Сби--о—Ы т" @) 


зыражеве же въ сБобкахь { } по форитив (3) $ 50 есть ничто иное 
хакъ Д"О", схздовательно 
4*0* 
= . (3) 


На основаши этой формулы воэффименть при =“ въ (1) будеть: 


2 [карт зо" 77) до"... 9 О) дл 6) 


я! 


"0, то этоть рядъ можеть быть прололжень до 


Тавь какъ Л 
безвонечности, и тогда коэффищенть при 2“ въ (1) символически тавъ 
представится: 


2, Ю 


разлагая 9(1--Д) въ рядф по степенямь А {пакь будто это было бы 
количество) ло строкф Тейлора, иринимая затфиъ 0.0" за Де", т.е. 


— 16 — 


за Бринклеево число, мы получимъ формулу (5). Иня это въ виду, 
разложене $(г) по степенамъ х можемъ такъ представить: 


@ ве У А и; 


"=0 


это и есть формула Гершеля. 
128. Вводи Вернуляевы числа въ формулу (2) $ 124, мы будемъ имфть> 


первую часть здЪсь можно тавъ представить: 


@) 2 _ 1046) 
о в” 


#60 2==102(2°); а потому коэффищенть при Ры 


хущаго $ такъ представится: 


55а -- А)» 
А 


по формул (6) преды- 


8) . 
< ° 


сравнивая это съ коэффищентомь при д” въ (1), найдем 


То&(1 Е 
& Вы е-оН 08| НЕА =. 


Раскрывая эту формулу, помня что д"о*=0 ири > 2%, мы по- 
лучимъ: 


Е эЕтаЕ 2 
5 Ее АО 
©  Вы=со НЫ 2 ТГВ 
Эту формул? можно получить, прим%пая къ 9(5,2--1) формулу: 
, Ди, Аз, Ди, 
(6) Аи з 2 «“-+..., 


(которую читатель можеть вывести по формул (5) $ 46], и положивъ 
затфнь д=0*). Джйствительно, можно показать, что 


з--1 
Е 


7) А$(, т) = 


—_ (бр 
*) Имшенецей. О фувкпуижь Бернудди. Казань, 1670, Стр. 21. 
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когда х получаеть приращене д ==1; зъ самомъ дёль 


1 у ® 
Дя(е т) = 9(е--1,т)— (т, т) Уи тд 


= 


— разлаган по строк% Тэйлора; но по {1} и (2) $118, и по (1) и (2)$ 123, 
ве члены 3% исключенемь послёднлго обрататся въ нуль; в тогда и 
будемъ иифть (?), ибо но (1) и (9) $ 118: 


т) "О т) =. 


Отеюда же [т. е. изъ (7},] будеть слёдовать: 


2 т 


в! 


Д'4( т) = ; {8) 
съ другой же стороны о {2} $ 128 
О-о дс ат. 
129. Можно получить при ломощи той же формулы (6) 8127 и дру- 
тую символическую формулу для числа В» ,. Мы имфенъ: 


отсюда 


разлагая оба члена второй частн въ радъ по формул (1) предыдуща- 
то $ и соединяя въ одинъ сходственные члены, мы будемъ иифть по 
сокращены обфихъ частей нах: 


га Во во, 
ал 8 Нек 


Стьдовательно но формулЬ (6) $ 127 будеть выражене 


В т 
Сы И 


хакъ возфрищенть ври д"? вь разложения функиш 


же найдемь 
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А 

А зъ рядь по етепенямь А, и вриниизи 4?.07 } 
2 | . ; 

за Д?0”-1, мы и получниь выражеве Вериулжева числа чрез Брик- 

леевы числа. На оснонанги выше сдфланнаго зам чая въ этой формул, 

подобно важъ и въ формул» (4) предыдущаго $, число чденовь будеть 

конечное. 


Разлатан здЪеь 


130. Ознакомившиеь со свойствами Берпулмевой фушици и съ раз- 
личными способами вычисления Берпулмевыхь чисель, намъ остается 
ввести ихъ выфсто коэффицентовь 4 въэти фуикщи; но мы это предо- 
ставдлемъ сдфлаль читателю; а теперь вознращаемсл къ формул (2) 
$117. Принимая тамт т==2р, вводя туда выфото А, его значе- 


1 ; : . 
ше —5, звыЪфето прозихъ воэффишентовь ихъ выражешя чрезъь Зер- 


нулмевы числа и перенося остаточный членъ въ первую часть, мы бу- 
демъь инфть: 


и, тд, -- ВЕвди, Венди"... 


@) ( а: ед и В, 3-2 иб2-2 
ет к 
-В,, 
гд$ 
а 
2) в,=-ь | Я орнеО Че. 
20 


Этоть остатокъ донускасть еще одно маленькое упрощение. Перем%- 
ния 2 на 1—2, мы получимъ отеюда на оснозалии (5) $ 120; 


: 
вера 


(3) 
чо 
"Геперь, фуикщя 
$(#,2р) 


не ифилетъ своего знака между предфлами интеграла ($ 123); потому 
на основан хорошо извфстнаго иредложеня интегральнаго исчисленя 
будеть 


а Ц 
в | кезррраьниврр | бля 
; 
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тдф 6 правильная положительная дробь 


оо; . {5) 
но шо (1} $ 121 
1 
ы 1 
| З(е, Зрув: = — 5-4, {9 
4 
а по (5) 8120 9(1—.25)==ф(а,2р); поэтому 
а ь 
| ое лиан | 4 (2,2), {7} 
р . 
ь ° 
и слёдовательно 
м 
бр Ан ® 
40 
—10 (8) $ 124. Внося это въ (4) и оттуда въ (8), будемь имфты 
в- ра Вт а ео 9 
„= (—17 УТ ме, - {9) 


Эта формула предиолагаеть, что +" остается копечною, однознач- 


ною и непрерывною въ предфлахь интеграла, какъ то сдфдуеть изъ 
доказательства предложевя интегральнаго нечислен, на основан!к ко- 
тораго мы написали равенство (4). 

131. Шлёмильхь даетъ еще другую формулу оствточнаго члена, -ко- 
торая заключаеть въ себб производную 2р-го порядка, слёдовательно 
ца единицу нисшато, чВыъ зъ предыдущей формулЪ. По (3) $ 121: 


Фе 9, 2р— 1); 1) 


интегрирун но частяжь интеграль, входяций въ (3) предылущаго $, мы 
будемъ им ть: 


И 


р ва 

и 1 1, 
[орон (+ ) 1 рые, Че == 
о о №. 


ы 
1 3 д.. 
= [ель „Я; 


но 


1 з а 
(8) [обр мер а | Фа, ор--пнеР, 2-1 | (гр Пра 
в 1 
5 Й + 
или, перенфияя 2 на 1— я въ послФднемъ интеграл, и имЪя въ виду, 
что по (6) $ 120: 
«4 9—2, = — 9, р—1, 


слдующее: 


1 


: ; 
© [еьройы [ель 5. Не 
; . 


предполагая, что и\Й, непрерывна между 0 и 1, на основан того же 


предложешя интегральнаго ночислетя, [ибо Ф(я,2р—1) не мылеть 


знака между ди 5 по $ 122], будемь имЪфть отсюда: 


В 
1 8 
(6) | Фары „аз (ыы) \ $(а2р—1)аа, 
ь , 


или, полагая 1—0 =: 


И 
© ке рыб а (=, 8) | ева. 
ь ) 


Но по (18) $ 122 и (9) $ 124 изфемь: 


2 


®) фе — 1 


5 


внося это въ (7), оттуда во (2), и изь (2) въ (8) $ 130, мы получимь 
формулу Шабёмильха для остаточнаго члена нашей формулы: 


ей В 
и НЗ р 
(5) С ОРИь Потеря [= я т, 
Въ нфкоторыхъ особыхъ случаяхь эта фориула допузкаеть упроще- 


. т 
нба. Если и?” или вое ростеть, или все убывлеть отъ 2==х до 2==--А, 


за 
сталобыть т въ этяхъ предфлахъ не мфняетъ знака, то такъ кавъ 


— м — 


т 1 
<<: и <<, 
будеть 
(2) р) 42 ни 
И вы] |< НЫ | 
и влбловательно можно положить: 
ей __ В в 
пира Дне, {10) 


тд 0<в<1. Впося это въ (9) и полатая 


[о 


ГАЪ © будеть правильная положительная дробь, какъ произведеве 


ов 1 


В ва — 


1 
— 58: мы обратимь формулу (9) въ такую: 


В.А 
Ур дм, 5) 


что одпого вида съ послфднимь (предъ остаткомъ) членомъ формулы (1) 
пред. $, если не считать множителя 2. Связь нежду Пра и Л, очевид- 
Но такая: 


В,” вы 
(—Н г Дит ВВ; (18) 


нося сюда предыхущее, получинъ: 


049) 


тдВ положено 
9е—1=0; (15) 


тлакъ хакь в лежить между Фи 1, то © лежить между — Ти 1: 
—1<е<-:. 08) 


Формула (14) говорить, что остатокъ составляеть чаеть послфдняго 
удерживаемаго члена, если им ють сто предиоложена, при воторыхь 
была получена формула (12), т. е., что ее у вепрерывиа между хи А, 


аи”, т.е, производная незетиаго порядка, 5 тфхЪ же редфлахь эна- 
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ченйй независимой перемфнной не мбняеть своего знака. Сравнивая 
форму Вуз, составленную во (9) $ 130 съ только что найденной, ио- 


лучинъ по сокращени: 


Выдыйй лма 
ри бра) "ни 


ат) 


или [тавъ вазъ 


о 
хакъ легко видфть]: 
Вий РЗ " «ен 
(18) а ов ( оа. 
р Ор-2) и 
Но производных и"? и иб?Р® не мфняють знака между зи ХА 


по предположен!ю, кавъ производпыя нечетпаго порядка, слфдовательно 
в между иг 91; а потому, если для промежутка хи 2-й дв% 
радомъ стояш и производныя печетаю порядка имфють одинаковые 
знаки, то отсюда елфдуеть, что 0 долнно быть < 0; въ противномъ 
случа, т. е. когда для разсматриваемаго промежутка они имфютъ про- 
тивные знаки, то ©> 0. Въ чаетпомъ случаЪ, когда 


СТР и и? 8 , будучи равны 6’, не мБиають знака, 


произьодныя в, 
именио остаются обЪ положительными; оттого въ этомъ случа © отри- 


цательная величина; полагая. 


е—=— 


РАЪ 1 положительная правильная дробь, мы будемь имфть дли раз- 
суатриваехой теперь функщи: 


(19) Ва 


Ва? 
Е вй не). 
—0 ря 

Перекфнизъ въ фориуль (1) 3 130 р на р--1, ицоложивь и,==е, 
мы получимъ, внося только что полученное выражение остатка, по раз- 


дЬленм объихь частей на —— ©’ и сокращеши лЬвой на с такой 
результать, который вамъ понадобится въ послфдотыи: 


» Вр В. гы В 
авы жми... Ни от 


152. Вернемся теперь въ формулВ (1) 8 130 и положижь тамъ: 


= 


‚= | йе; (1) 
- 
тогда будеть: 
ке ке би, в, 0) 
р = = 
дн. | пало [ое | ват, <) 
и упомянутая формула обратится въ такую: 
а } 
ы, | ое Бе Пу емаы | 
али, в {> 
и, 
тд 
1 
я 6) 
о 


Просуммируемъ равепство (4) между предфлами х, и Х; будем нибть 
(лёля еще на #): 


тд уже 


® и, [ваыу 
ый = 


= 
Это и ееть формула Мавлореня. Если удастся найти два незавиениия 
ОТЬ 2 КОЛИЧеСТва М и М тайл, что 


== 
8) и<у р <, 

= 
то помножая эти неравенства на неибияющую (но $ 123) евой знакЪ 


функцию (—1/9(22р) и интегрируя оть 0 до 1, мы по (8) $ 130 
будем имфть: 


В, 
Уенеи <х 
. 


в 


: 
ес бль 


29 


, В 
9) И 


откужа сдфхтеть, что 


, хх в 
10) (17| вез у р, „= 
| уе, (2р! 


(мик). 


гДЪ 9 обозначаеть правильную положительную дробь: 0 < 8 <1. Берх 
отеюда значене интеграла и внося въ (7), получимъ для остатка Макло- 
ренеза ряда такую формулу: 


| Пе (м 9-м). 


Если ры иепрерывиа на вемъь промежутЕВ значешй х оть ло до Х, 


то въ форуулЪ (1) $130 мы могли бы принять для остатка формулу (9%) 
$ 131 и тогда получили бы для остаточнаго члена формулы (6) настон- 
щего $ такую формулу: 


(2) 


«реднял ариочетическая членовъ этой суммы, занлючаясь между ва- 
ибольшимъ и наименьшимь изъ значенй функши р въ этомъ проме- 
звутёЪ, будеть представлять зпачене возможное для р и будеть 01- 
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вфчать нфкоторому среднему значеню х, пусть ло -- 0(Х-— о); тавъ что 
булетъ 


(13) 
откуда, иыфя въ виду что в— ХЕ, получим: 
Л 
вр а вю 
у. Фе рт ЗыНихо! 9 
= 


внося это въ (12), получимъ такую формулу для остаточнаго члена: 


РН В», 


р эк" (15) 


Въ дбхь случаяхь, когда 532% и #? не ифняють знака въ продб- 
лахъ ло и Х значенй х,вЪ форнулв (1) $130 можно остаточвому чле- 
ну дать видь (14) $ 131. Тогда дяя осталочнаго члеяа формулы (6) 
настоящаго $ получимъ таную форуулу: 


Эр-з2-х 


8 У ед, 08) 


о. 


в 


< 


тдф © правильная дробь, различная для различных значенй х, по с0- 
храняющая свой знакъ. Въ этомъ случа очевидно изъ неравенства 


одели 


слфдуеть такое: 


еде < у да 


о = 


Ни, (7) 


& потому можно положить: 


их 
а 2 
Уеди 
ре" 


5 и и”) , а8) 


тд << |. Вяюсн это въ (16}, получимъ такую формулу для остат- 
ва формулы Маклореня 


(19) 


Отсюда видно, что погрфшность будеть меньше, по своей абсолютной 
величин, поелёдняго удерживаемаго члена. 

133. Изь формулы (6) $ 132, перемфаяя тамъ р на р--1 и вводя 
остаточный членъ но формуль (19} того-же $, мы получимь такую: 


| у, Род Вии 
| У» ее, ани, 
Е 2 
Вы Вар [ бро ве 
<) | в «:) и ЕТ ‹( э—и у 
и. 
| а (ат). 


Положивъ здЁсь: 


(2) 


мы будемь имфть: 


а, 


{ 
(3) | 


т+@; 


& потому, но раздфлеши обфихь чаехей на общаго множителя ихь 
ах__ 9% 


е”—е^, ны получикы 
1 ь 
(4) $ 
ея о а, 
\ {2 (2 


р В „а 
Перемфная здЪеь количественный сниволь © па операдюнный др? по- 
с 
иножал на у, и принимая 


5 В) 


мы получинь: 


1 1 1 , й 
т поры па, Ви. 
{6} 


В 
ан — р 122-1 (2-В. 
я ой 


здЖеь вторая часть тождественна будеть со второю частью (1), если 
тамъ перемфнигь Х на х, а члены зависянце отъ ж, выфетВ взя- 
тые, обозначить чрезь С’и неренеети налЪьо; отсюда заключаенъ, что 


В (1 


ое: В 
(; 1) в-ув,--с. ‹ (2) 
^ . 
Такова символическая формула, выражающая соотношение нежду суммою 
и интеграломъ; ири помощи ея можпо вычнелить екольво угодно уленовь 
формулы Маклореня [(6) $ 132]; остаточный членъ при отомъ получит- 
ся однако вь формБ пригодной только въ случаБ, когда примфними 
форма (20) [предыдущаго $] остаточнаго члена. 

134. Приифнимъ формулу Маклоренн къ пычислению сумиь положи- 
тельныхь стененей рада натуральныхь чиселъ оть 0 хо какого либо 

числа х. ЗАЪеь будеть &==1,5,==4“, и сумма будеть: 


8 пай! жи Б- 


+... Нун ея ж(и—1) (и— 2). (ан 


гс. 

726; 

тд чрезъ С обозначено все занисящее оть то. Число членонЪ здфеь 

будеть конечное, ибо дфлая положительная стенень 2 имфеть конечное 

число производныхт; послдий членъ (иредь С) будеть въ случаб в 
э 


чезнаго, т. в. и = Эр 


В. 
(-/Н: ТВ, 18; 2) 


19,@р—1).--3.2.4= 


въ случаЪ же = нечетватго: п == 2р— 1, такой: 


В, 
ун-т. . 
и 2 (3) 


Предлатасмъ сличить эту формулу сь фориулою (4) $ 98; тамь вто- 
рая часть разложена по факторэляхь, здЪеь по степенямъ; тавъ вакъ 
одно сводитея на другое, то н 00% фориулы, о которыхь ндеть рёчь, 


Тихонандрииий, Курсь теор вонечи. разностей, 32 
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могуть быть выведены одна изъ другой, Мы ограничимся здЪеь лишь 
раземотренъ частныхь случаевь #-==1, 2, 3, Для я==1 будемъ 
ныфть но (1): 


4) 
В, .> 
отпося ту, как независящий отъ х члень въ С, будемъ низть; 
‹ =. 50 
[5 Уг=" +. 


Пусть %==0; тогда О=0; если тешерь х= М--1, то буденъ 
иифть 


ха 
„= НОМ. 
© у "— 15 
р 
Точно также будеть по формул (1): 
я 1 
3 97 
т) йо 
‹ 3 2 + 8 с 


ес 


пранихая 2 ==0, получииь О==0; полагая х = М-- 1, будемъ инф ть: 


2 в 
® у„- (м+-умек+о. 


1.2.3 
Г 


Если п==3, то по формулЪ (1} получимь: 


а 
® Уна зи 3.0.140; 


1 
внося выфето В, его значеше 75 и относя четвертый члень, кавъ 


независявый оть ж, въ С, будемъ ныфть: 


=1- 


ы .4 3 ‚ — з 
еее но (ру), ао) 


полагая ж2==0, найдемь С==0; полагая 2 == №М-- 1, получимъ 


(1) 


Результаты (6), (8) и (11} тождественны съ полученными нами въ 
88 99 и 100. 

135. Выражеве, стоящее направо въ равенетв (Е) предылущаго 8, 
“редставляеть произведеше 9(7,в-{-1) на ®!, сложевное еъ (, т. е. 


Ул ивы -- 06. (1) 


Друг авторы именио первый членъ второй части этой формулы и 
называють Бернулиевой фуивщей (Эсошшен, Бертрант). Двфференци- 
рув фунвщю: 


че... ем, (2) 


2 разъ и полагая х=0, мы будемъ ныфты: 


№ * 
(5—7) теНиНич. ча-у-уе; © 
2— о 
но по (1} 
Уе-ийь+ у, в) 


Г 


тдё С=0, ибо въ (1) при х==0 будуть и лЬвая часть и правал 
равны нухю, ибо $(0,р--1)=0, какъ мы уже зваемъ ($ 118); сл- 
довательно 


1 6—1) 
11. — 1 ре . 5\ 
ФРИ > Ей ( }. (5) 


Такъ опредфляетея 9(и,р--1} для цфлыхь аргумевтовл. Из этого 
опредфленя мотутЪ быть выведены неф свойства Берпулжевыхь фунещй, 


кавъ то читатель найдеть у Шлёмнльха и Бертрана; но только этотъ 
. 
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способь не представляетен намъ натуральнымъ, ибо Бернулдева функц» 
есть алгебраическая функщя, именно нолиномъ. 


136. Для другого примбнемя формулы Маклореня выведемь изь 
нея формулу Отирлима для приближепнаго вычислетя произведеня 


{0 1.2.3... 


Если возьмемъ 10& отъ этого прейзведеня, то будемь имЪть: 
(2) 105(1.2.8,..2) =У 105% НЮ, 
т 


[ибо послёднее слахаемое въ суми® есть 105(1—1):] входящую сюда. 
суниу мы можемъ вычислить ло формуя6 Мажяореня (6} 3 132. Съ этой 
цёлью положииъ въ ней: 


8) 


тогла будет 


(4} Гоеае аще 2-0; 


6) ит, 


изь послфдняго выражен видно, что производныя нечетныхь порядков 
(дли л_> 0) постоянно положительных; слфдовательно условя при кото- 
рыхъ примфнима формула (19) $ 132 для оетаточнаго члена, зкфеь вы- 
полнены; ивром® того видно, что © вьзтой формул будеть < 0, т. е. 
правильная отрицательная дробь. Вноен изъ (3), (4) и (5} въ (6) $ 182, 
придаван Юпх къ обЪимъ частямь, соглаено (2) настоящаго $, перем няя, 
Х на х и собиран члены съ хо, которое примемъ равнымь единиц: 


2-1, въ одикъ, мы будемъ имфть: 
В 108(1.2 .2) = 
= ри 100% == 
1 
0 (+ | ее 7—=-- №1. 
1 
С Е = ИЕ 


СР. Виз (>= 0 
42р— 3) (№— 2) 


= — 


Здбеь 9, обозначаеть предфль ведичипы 8 при х==оо; это будеть, 
хакъ и сама 6, величина не бёлыная единицы и ке мепитая нуля; & 


о Ве @ 


1 
+... -х — 8 

2 1 (20—38) @р—2 (2-3) @р—8 

слфдовательно отБ х независить. Полагая 

7=1ю5С, (8) 


мы получим изъ (4), переходя оть логарнома въ числу, такую формулу: 


1.2.3 =0х *е , 0) 


в В: _ _Вз р Ваз } 
5 ) ааа НУ ор зар ай 9) 


В, 6 
= Е из @ “= 


ЗВь этой формул остаетея еще опредфлить постоянное С. 
137. Для этого обратимея къ формул Валлиса (\\а1Ш8} для числа л, 
зыводимой въ курсажь интегральнаго ибчисленя *): 


4.4.6.6..-(2и—2). 2% | ) 
3.5.5 


пред 2-2- 
РеА1.578.5.5.7.. и н-Тоь 


Извлекая квадратный корень, получимъ отсюда: 


(2) 


Если числителя и знаменателя второй частн помвожить На 
2.4.6-..(28— 2), 
то будемъ имфть: 


2 „Ш 
виз) и | 


я 
2 ПРА 3.4... (ибн, &) 


*) гы, Соигз {“Апайузе. Рацз 1880. Т, И, р, 9. 


— 183 — 
что можно еще тавъ предетавить: 


— э\- и 3... и-5} и | 


ПОХ. 2.3.4.5. 


@ ы 


или перемёняя ю на н--1: 


р й 
— ы : 

в я о 2" 1.2.8. вони | | 

" о Ре 3.4.5. о Пбибж РО 


и=оо 


Воть въ эму формулу мы и подставимь вубето 1.2.3... и 
1.2.3... (2в--1) ихь выражешн по формул Стирлиага. Полагая 
въ (7) предыдущаю $ х=н, и = --1, мы будемь имфть: 


аа У, 
очко 


1 т 1 
ви и чит (вяну). 
; 


2.3... (2-я) 


ветавляя это въ (5), получим: 


, ВИ 

— о вида РР Е 

ет р { ) 

и рее р врду оо 
С.2-51) в 


‚ нуу , а 
ГИЯ 


в) | 1.3.3...в = 


> 
` 


или сокращая: 
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пред, (10: пре Тото) о 
А тож у НЫ 


кавъ то видно изъ (10) прехыдущаго $; а потому иосяё подотановки 
этихь нредфдевь въ (7) эта формула окончательно лриметъ такой видъ: 


отвуда получим: 
= ул. (8) 
Внося это въ (9) предыдущаго $, получим формулу Стирлиние 


ан 5) 


1.2. Иа ве "КИ, -_® 


1 
тд (=) отпредфляетея равенствомь (10) предыдущаго $. Еези разяо- 
1. (1 


жить показательную функцию г" въ радъ по нисходящихъ ствле- 
нямБ 2, то, ограпичиваяеь лить перзыми четырьмя членами, получим» 


окончательно: 


даеузяа 


На правликЪ, копезчно, вычисляють логариемь этого произведев:я, но 
въ теоретических вопросахъ эта формула часто употреблиется. 

138. Разсмотримъ теперь соотношешя между кратными суммани и 
вратаыми интегралами. Сь этою КЁлью вернемся въ формул (3) 8 117, 
ъъ которой перемфнимъ ж я& в--1 и положимъ 


и, -[ 42, а) 


а зат%мь просуммируемъ по г отЪ хо до какого либо х; привиман во 
знимане (2) ин (3) $ 132, мы будемъ имЁбть тогха такое равенство: 


иди 


И 


ия = © 


# 


лы НАйь, Ау 


1» @ 


у мы (| о» а 42, 


`` *) виде. Ттевиве оГ Ве смени оЁ Вьйе ФИегелсев. ТВЧ е4. Товдоп 1880. р. 94. 


— 14 — 


гдф чрезъ у обозначена сумма членовь, зазислщихь только оть д, и 
потому постоянныхь. Суммируя это равенство между тёми же пред%- 
лахи, мы получимъ: 


ЫЯ р ТА, к» АХ р и... Ан „У т 


(31 . , “ 

ША 2 4 био) 
| = о ра НО од аи. 
| беяииежну 


Церемфняя теперь въ равенств® (2) и, по очереди на м зах, нах,, 


на г, на" ит. д, наконець на 5"? и останавливая каждый разъ 


на производной ж--1==го порядка въ остаточномь членф, мы полу- 
чимъ такой рядъ равенствъ: 


| [ых Ни ды в» НА. ний" 


=, ый р к" Ф(ат-2) уе ; 


Г оао АЙ" = 
> 


= ео . 
= |) 1 
Ву" био уран 


о АА. Е, В" = 
(6) 
| 5 р ри ину Вы: 
| ини --АЛ А-З, йо 
® | кун „оу 4; 
; : иль @2; 
= ы 25 


ит, д. 


— 198 — 
ОА" = 


5 оды [мех а, ® 


Поиножая равенство (3) на №, (4) на 1; (5) на №№, (6) на 45%, 
{7) на А5А9 и т. д.; наконець послёдиее [(8)] на А„й”, и снладывая, 
по сокращены получимь: 


Рея + 4% ыы АА, + А, ме," 
9) 


ай} ыы 

ЯН © 1 "0 ео > 

о О м у, 
Е 


гдЁ положено: 


ира аи -АЖИ Н.А", 09) 


49—94, ; О А, ААА, 
=, -- 244; Або, А.А; 
АО, 4-24, 

в т. д; вообще (11) 
Во, 2 А,А, АА, Р.А ба Аь, 


т 
= + 


когда В иечетное и 


2 
4, +24, 
= 
хогда оно четное, а 


= [| ее } 5 а Е ФИЕит ву а. (2) 


гдь 


дате) == (ет) -- А т--0- | аз) 
| дату -- Арбитр... Ане, . | 


Ветавляя выфсто ф ихь разложеня по степенямь # [(3) $ 117], легко 
УбЪдитьея, что 


8 
2 


Е ®=” 
оо ера ео ви 


Н.Е Ая А 


Коэффищевты, входящие въ (9) и {14), суть воэффищенты при степе- 
нахь д оть 1 до т-|-1 въ разложеши въ рядъ по восходящимь степенямъ 
д функии: 


вакъ нетрудно видЪть. 
139. Проеуммируемъ теперь равенство (9) предыдущаго $ 0т$ 2% до д; 
лолучимь: 


ола 
у ая - нь оае-- А х- чу „.-+ 


р 279 ам 
а) +.. ту НИ 


ее 
=му + т., 
тдЪ 


@ я, = [ме „у и рябину кр 


Изь (1) надобно исключить, изъ первой части его, веВ №. За 
исключенемъ первато члена вс У можно исключить при помощи урав- 
ненй (4)—(8) предыдущаго $. Чтобы исключить сумиу, входящую въ 

рая 
первый членъ, пережфнимЪ въ формул? (2) того же $ %, на ) |292 4»; 
р 
ны 
тогда получимь, останавливаясь опять на ›”"' въ остаточномь члевй, 
такое равенство: 


> ваз -- АА, 


“5 


(3) до А = 


=» У разы" { 9 т--3) ; а. 
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Помножая теперь урзвнеше (1) нз №, уравнеше (3) на 1; уравне- 
ЕЮ (4) предьдущаго $ па А; уравнеше (5) того же $ на д, урав- 
еше (6) па ДЭ», уравиеше (1) на ИЗ, ит. д; наконекь (8) на 
дев"т к складывая, посл совращеня получим: 


ыыы о ле-- АВ | Абри- 


и 28°» м 
лини р На 4) 
ву” ‚Не, 


- 


тд въ 7, еобрано вес независящее оть х; коэффищенты лёвой части 
равенства суть таховыя при степеяяхь 2 вь разложения фунвщи 


‚ \з м 
| < ) Ара я.. НАНА ый...) 4 


#—1 
а 
а ‚ ` И у 
в" || анну ты ноаи-но у р 
° ©) 
Е, „у ри 
ГД 
фата -З)--А тает) | © 
Авт) +... 409,2) 
и легко видЪчь, что 
„8 „2 и 
+ ы + 49 ы 492 _ 
ТЯ — ру 9 кра 4 быти 
Е Ане Чен, } 


140. Это дегко обобщить ва #-кратное суумироваше, и мы волучимъ 
тогда такую формулу: 


— 188 


Г. ‚аз ные 9 а - АбЯ | а 
о |+ се я 
* 
ай ма 
тд 40, 48... суть коэффищенты при 2, 2°,.. 2” 


разложени по восходащимъ степенянъ х функции 


2) 


норм 


Е За - 
® Че »ноу ау, 


{ 


|... 9 (вт--ву, ги 42, 


@ | дати НО-НАЕ Зеи--1)4 


- в 
+48 ЗуфитерьЫау--. Арье); 
расположив ее по степенямь х, будемь иифть: 
( зе ие 


Фивы) с ве ВАР и Нт 


(5) 
"На ® и 
+42 НУ Ань Е Ацы; 
что же касается Ф(х), то 
э-» а п» 


|4 
т т тат НИ" 


(6) 9®-= 


— 18 -— 


Докажется это обобщеше прежде полученныхь результатовъ по епо- 


2 
<0бу заключеня отъ # въ #--1. Рёшая (1} шоу 


РУ 
выращжеше чрезь кратвые интегралы до Ё-кратнаго включительно, и 


лроизводныя съ остаточнымь членомъ, въ очень сложной, правда, форм%; 
. я 
однако при изкоторыхъ частныхь предположещяхь относительно аа В 


мы получимъ ел 


эта форма должна упроститься; мы впрочемъ на этожвь не намфрены 
останавливаться. 

141. Если ие требовать остахочнаго члена, то легко вызеети симво- 
лическую формулу, съ помощио которой можно найти сколько угодво 
членов» точной формулы. Хотя этоть выводъ неетрогь, но мы дадимь 
его ради его краткости. Обозначвя въ (6) $132 члены незави- 
сящие оть 2, а только оть ло, чрезь О и беря неопредфлениые инте- 
тралы и сумму, мы будемъ имфть формулу (гдВ пишемь 2 выЪсто Х): 


Сухмируя это равепетво, получямъ: 

9) 

ОХ у 1. Вх, 
Убе ору ву 


по формул (1), перемфняя х, на ня ит. д. и вотавлня вы- 
`ражени У} „и, Ук, Хи, Хе, ит. д. во (2), будемь пить: 


у 


В № 


,; ст и „+ №”... (1} 


ВИ 1 [” 1 [а | 
и а + ват а 2.42 -|- | в) 


Ари. ] 

Сумнируя эту формулу еще разв и дфлая таыя же преобразован, 

и повторяя эту омерацию # разъ, мы придемъ навонець къ такой фор- 
мулЬ: 


и 


чае Ня НЫ 


= 


— 10 — 


1 
глА «(г означаеть цфлую фунЕцио степени & —1 съ произвольны- 


ми коэффищентами. Справедливость этой формулы докажется по ел0с0- 
бу заключеня оть $ къ #--1. Чтобы найти коэффишенты, ыы поло- 
ЖИНЪ, 0, =’; тогда умпожая результать подстановки а’ вместо о, ВЪ 


формулу (4) на а ®, мы получимь слбдующее равенетво: 


ея анны 
(5) а" 0ва ^" (ода —1 1054 


42-48. юза- 48 „бова +... а ИФ. 


Оно должно имЪть мЪсто для непрерыанаго ряда значен х, а по- 

тому членъ 

—ы 

а *Ф@), 
кавъ единственный, содержащий х, долженъ тождесявенно обращаться 
въ нуль; слдовательно всё коэффищенты ето аъ разсматриваемомъ част- 
зомъ случа порознь должны обращаться въ пуль; но тогда (5) обра- 
титея въ такое: 


пут т 1 
( ) +4 кт-Н.. НА рае — 


а’—1 ода) (05а) 


49 -- 48 Юва -- 40 > (ока)... 


{6) 


Полагая 1юда==а, получимь отсюда: 


на 
в —1 


1 ы 1 1 1 1 
еее 


НА а РАВ... 


откуда и видно, что коэффищенты д В 48 ... суть коффищевты въ 
разложени функти 


®) ( э- ) 


Я 
въ радъ по возрастающимъ степенямъ «, Перенфиивъ © на Ч: И 7040- 


вившись принимать 


(8) ( в) = Реле я 


— 11 -— 
зы получимъ посл умпожешя на ь, обфихь частей инфющагося полу- 


читься изъ (7) чрезь эту замфну а зрезъ й равенства, такое: 
Е 


з 1 (к) #1 _ 
( а -} ; | а." 4 2,4 'ш--.. 
1 и ы 10) 


Саара АВ. 


сличая это съ (4) и похучаемь окончательно тавую сииполичеекую 


формулу: 
У. (=) “4(2), @1) 


— вводя еще отрицательные показатели. —Эту формулу можно получить и 
«разу, разумфется съ еще меньшею строгостью замфчая, что по отки- 
хывени функтуональнаго символа, въ {7) $ 183 и поетояннаго С, будеть 


в \7 
(9-х < 
повторяя эту операдно № разъ, получимъ 
& че) 
(: #—) у, (1) 


в 
помножая на $, и придавал х }, получимь формулу (11). 


142. Изъ формулы Маклореня можно вывести известные фориуян для 
механическихе квадратурь Симеона и Понселе; но мы на этомъ оста- 
навливаться ие будемъ: читатель это пайдеть вифстф съ выподомъ Ма- 
клореневой формулы, принадлежащимь Ак. Иншенедвому, въ копцЪ Тто- 
ма курса Гуэля *), мы же верейдемь хенерь ко второму отдфлу обрат- 
наго исчисленя конечныхь разностей, именно къ интегрированю урав- 
нен въ конечныхь разностяхъ. 


*) Соцез де Сайсш: иМезииь рёг Мое]. Рагу, 1878 г. Т. 1, р, 475 и сябдуюеЦя; 


ГЛАВА УП. 


Интегрироваше уравнешй въ конечных 
разноетяхъ. 


143. Соотношеше между независниою перембною 2, ея фупкщей и, 
и либо: 1) разностями посяфдней до порядка #, вида: 


<) Р(ин,, Ди,, АЗ, ..- А”ь,) == 0, 


тдф Р обозначаеть аналитическую функцию увазанныхь пеличинъ, ли- 
бо:- 2) повлдовательными значениии функти, отвфчающиии я-|-1 
зказенямь независимой перемфнной до х--ив включительно, вида: 


(2) миранды инь, 


называются разностными уравнешямн аа порядка, или уравненями въ 
хонечныхь фазностяхь и-ю порядка. ОбЬ формы уравненя мъ конеч- 
ныхь разностяхь легко сводятен одна на другую: перзах на вторую при 
помоши формулы: 


(8) Д”и, == (Е— 1)*ы,, 
ТА Е инфеть значене (4) $ 32, вторан ма первую съ помоную формулы: 
4) и, = АУ,. 


144. Въ той или другой фориЪ разностныя уравнешя получаются чрез 
исключене произвольныхь постоянныхъ. Пусть дано ураинен!е: 


@ Коми: ,,б,. бд; 


взявъ послдовательно конечцыя разности до я-го порядка включитель- 
но оть первой части этого уравшевя и приравливан ихь нулю, мы бу- 
демъ имфть врохЪ (1) еще ю слъдующихь уравиевй: 


— 1% -— 
АИ, 0, 0,... С) ен, Аи, 6, 0... бд =0 
О) Неба унебучо 


АИ = Иаи, Дим, Аи...) 


изъ в--1 ураввен!й (1) и (2) всегда можно исключить ® произвольных 
постоянныхь величинъ (., (.,...0,, и тогда получится соотношене 


между 2, и, и ея разпостями до я-го порядка включительно: 
и, Ди,, Азы, ,... А") =0, (3) 


т, е. уравнеше въ жонечныхь разностяхь я-го порядка въ первой форя$. 
144. Давая же въ (1) предыдущаго $ х нчослдовательно значеня 
#-РЬ, «+ 24,...-- ад, мы будемь кроиб данчаго уравневя 


Пи: 0, ..С,)=0, и} 
имфть еще и слёдующ!я уравнена: 
а--А м, в; 1, С. О) = 0: 
А-З ину С, ›Сь.. бр -0: ) 


Дани инь: С, 6 


изъ этихъ я-|-1 уравнений (1) и (2), исключан С, С:,...С,, получиуъ 
результать такого вида: 


Феи и аь т Ит) 0, (3) 


т. е. разностное уравнене я-го порядка в0 второй формЪ. Эта фориа 
часто удобнйе первой. 
145, Для перваго примёра возкмемь уравневе Елеро: 


и,— 0- АО: <) 


беря разность, получимъ; 


Дн, = О @) 


Ди, 
отеюла 0=- А \-; ветавляй это въ (1), получимь: 
д 


Тихомандрищий, Курсь теор конечн, разностей. 13 


4% ^“). 
® А 


Дзи втораго примфра пусть будеть 


(4) „= НС: 
мфняя 2 на 2-|--й, получим: 
(5) пк = ба’ -- СЫ; 


еще разъ производя такую перемфну, получим: 


{6) ао = ба С"; 


иевлючая 
с в 0 
изъ тих трехь уравнен!, получимъ: 


11ы 


ы 
О _ 
{7) @ би |=0, 
цы 


или, раскрывая опредфлитель лфвой части по эдемептамъ посяфднаго 
столбца: 


аиды а Ри ь-- аи, 0, 


или, сокращая на — 


(8) ии (АНК, „Нави 


Это уравясше есть линейное безъ поелфдняго члена, ибо послёдова- 
тельныя значеня функши и, входять во воф члены въ первой стенени. 


Еели бы мы взяли двЪ поелфиовательныя разности оть (4), то полу- 
чили бы: 


Ди, = Са 1) ВОт; 


(9) 
Аи, == ба пут СВЧ 1; 


исключая ('4°и С” изъ (4} и (9), получим 


{#0 @-0 д, [=0, (10) 
1 И д, 


или раскрывая но элемептамъ нослфднато столбца: 


[С вы (в 17—06 ды 


# 


+ пе |= 


что по сокращеши па 


нринимаеть такой виду: 


у (ен зан (. 'х `) в. (0 


Это липейное уравнене безь послФиняго члена въ другой форуВ.— 
Раскрывая скобки, получит: 


Ди, ЗА, и, ( : #)(. | Ан) Ра, — 0, 
маи 


, (11) 


| +) ма а 


что тождественно съ (3). 
146. Уравнеше вь конечпыхь разиостяхт; 


я (..-.. Ди, Дн ,-- сл”) =0 (1) 


имфеть интегралъ, заключающ!й и произвольвыхь иоетоявныхт. ДЪй- 


ствительно, рёшая (1) по Д”и,, получижы 


А”и, (мА . А, [6 


взивъ конечную разность отъ обфихь частей, и исключая изт, релультв- 
за при помощи (2) разпоеть и-го порядка, получимь: 


— 1% -— 


(8) (мы Ди. Ди... ДТ 
продолжал дфлать тоже самое, будемъ имфть вообще: 
{4 А", =, (..-. Ди,, А\, ,.. сл"). 
Но 
ини яи,-- 0} Ди, -- 0 и... 


ыы НОЕ ты, АИ 


полагая во (2), (3) и (4) 


ха, и. =0; Аще0,... А", = б,, 


иы булемь имфть и А" и, для веяваго х выраженныиъ чрезъ эти ве- 
личины, замфнля затфмь въ (5) а--рй чрезь х, и подставляя выра- 
жены Д”"ы, вь (5), мы бужемъ имфть: 


( . 
ча ОЕ 0" ОЕ СР ОН.. - 0б,+, 
(6) 
Ныне ); 
р ВНОСЯ это ЭЪ числители бипомальныхь коэффищентовт, 


получимъ и, выраженныйъ чрезъ хи я произвольных» постоянныхъ. Это 
будеть интерполядюнная формула для м,; съ помощю ея можно вычис- 
лять значемя и, для всякаго д между в ка-|-р®; для другаго р можно по- 
лучить другую формулу, подобаую этой. Отеюда, видиитъ, что всегда мов- 
но вычислить звачеше и, для даннаго х, когла кромф уравнешя даяы 
еще хлн 2—4 злаченя и, иея я— 1 послёховательныхь разностей. 
Но изъ этого еще не елфдуеть, чтобы функцию удовлетворяющую ураз- 
ненйо (1), или, что тоже (2), всегла можно было бы выразить при ноно- 
щи изифетныхь функц; это удается въ очень немногихь случаяхъ: 
простффице изъ этихь случаекь и иЪ 10 же время наиболфе замфча- 
тельные, мы ниже и разсмотримъ. Еще проще получается этоть выводъ 


для второй формы разностныхь уравненй, что предоставляемъ чита- 
телю сдфлать самому. 
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147. Къ числу уравненй въ конечныхь разностяхь, интеграль кото- 
рыхъ можеть быть найденъ, или сведень ъъ сумиированию, отиосятся 
линейныя уравнешя, (ирихёрь которыхь мы инфли вь $ 145), общ 
видь которыхъ для 1-го порядва есть слдующь 


Ди, Р.ч,— 0,, а) 


г4Ъ Р, и 0, суть функции одного х, или постоянныя величины, или же 
тавой: 


А,ч, = 0,, (2) 


тд В, и 0, тоже или функцщи одного, 2 или постоянныя. Еели въ пер- 
вое изъ нихь вогавить выфето Дн, его выражев!е чрезь зпачешя 
функции: 


Дина, (3) 


или въ послфднее выражеше и,., чрезъ и, и разность Ди, : 


ии, Ди, , 4) 
то легко найдемъ, что 
Я,=Р,1, (5) 
или 
Ве. (6) 


Вь обфихъ форнахь линейное уравненю въ конечныхь разностяхъ 
перваго порядкё иптегрируется по способамъ, аналогичнымь способаме 
нотегрированя линейнаго дифференщальваго уравнеяйя перваго порядка. 


148. Положныъ въ (1) предыдущаго $: 
и=и,.,; (т) 
тогда будемъ нить: 
ДнД, Не в, ; (2) 
внося въ упомянутое уразневе, будемъ имфте: 
един едь Де, Ри, 9, 


или 
г. (Акра = 0, - (8) 


— 1% — 


Такъ какъ одною изь ввеленныхь вмфото и, фувкЩЯ мы можемъ ра- 
сполатать по ‘произволу, то можемъ для опредфдешя ея положить: 


(4) Ди,-Ри,=0, 


и тогда (3) приводетея въ такому: 
{5) и» Да, ©, . 


Перенеся вх (4) второй членъ въ другую часть уравневя и иприба- 
вивъ къ обфимь частямъ его по ю,, мы получимь: 


и, Авь,=@-— Ры,, 
или 


ма —Ры,; 
дЪля 06% части па в, и логариомируя, получим: 


в, 
{5) Юз И = 050 —Р); 


лЪзая же часть еёть не что иное, какъ АЮвши,; а потому окончалель- 
но это уравнеше такъ предетавител: 


(7) Ао, = 102(1—Р,\. 


Отеюта же, суммируя, паходизь: 


{8) ю5и 0ё(1 — Р,) 108 


Нозто Су, кавъ увидимъ, веегла можно принять =1, Изъ (8) имбемь: 


Уюа-Р/ 


© Се" ; 


внося это въ (5), будемь имбть оттуда: 


= 
— У5И-—Р.) 
“ 


(16) ‚ — , . 
ле, 92 


отсюда, сумнируя, получаем: 


— 19 -— 


= 
„ — Ува -Р.) ” 
бы. 


зноск отеюда и изъ (9) въ (1), будемь имфть окончательно: 


ы ов 
Ува-Р, — УР) 


Е [у а +], @2) 


отвула хЕйотвнтельно Су исчезло, Это и будеть иятеграль линейва- 
то уравнешя въ консчныхь разностяхь 1-го порядка. Въ этой форм 
ояъ совершенно ананогичеть интегралу хипейнаго дифференщальнаго 
ураваеня 1-го порядка. Но здфсь первое сунмироваше можно выпохиить; 


уча-ю-ы „в: {13} 


сафховательно 


Уют 
Иа 


а) 


аа 
—У в -Р) 
Е 


внося это въ (12), полузимь: 


о +} о 


| пр 


149. Только что изложенный методъ интегрироватя ливейваго трав- 
нешя въ конечныхь разностахьъ перваго порядка примфнихЪ и &ъ дру- 
той форыВ этого уравненя, т. е. къ инлегрироваюю уравпеля 


ии В, = 0, 1) 


Вь этомъ случаВ пзъ положеннаго равенства 


{2 и, 


= 7-0 
будеть сяфдоваль: 
м, ==, .16, — 
й по боны ь 
8} 
ед юща: 


внося отсюда м изф (2) въ (1), получимъ: 
{4} т, (о, Ви, Ре, 9, 
полагая здЪеь 


(5) 


мы приведемъ наше уравневе къ такому: 


(в) ие, == ©, ; 


такимъ образомъ опять интегрироваве уравневия (1) призелось къ ивте- 


грированю уравнений (5) и (6). Изъ перваго находимъ 


"=-—в,; 
46» 
«лфдовательно 
96, 
(7) ое, — и ( =) =ю8(— В). 
и потому 
{8) 


ввоел въ (6), получимъ: 


слЪдовательно 


‹ —Зи-вь 


9 9. * +01, 


и потому но {2) 
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В ‚ зв 
Ув) — Ув, 
ь +51, 


9» * @9) 
< 
что согласно съ (12) предыдущаго $, ибо по (5) 8 147 инфемъ 
—В=1-Р. [93] 


Уразнеше (10) можно тавъ представить, переходя оть 102 жъ чиелу: 


о 


в +4] (8) 


"Пе | 


8 


150. Предыдушй способъ можеть быть еще иначе предетавленъ, и 
въ этой новой форм онъ распространяется на уравнения высшихъ по- 
рядковь. Мы проинтегрируемь сперва вифето полнаго уравнен:я> 


Ди,-|- Ри, = 0, а) 
или зъ другой форм% 
и, -Е Ви. = 9,. (2) 
уравнеше безъ послфднято члена, слёдовательно уравнене: 
Де, -- Ви, -=0 (8) 
въ первонъ случа, и 
„Ем, =, (4) 


зо второмь,—гдЪф ны перемфнили обозначеше фуннц?и, такъ какъ это бу- 
детъ уже другая фуикшы. Но уравиеня (3) и (4) суть соотвфтственио 
ураввешя (4) $ 148 и (5) $ 149, а нотому интегралы ихъ будуть с09т- 
вфтехвевно 


№ -Р) 
{5) 


Уэс 6 

и, == Се 2 (6) 

Мы попробуемъ удовлетворить данному уравценйю (1), [чоотяфтствен- 

во (2),] принявь здбсь (; за нЬкоторую функцию х; перемфнивъ с09б- 
разно съ этимь обозначеше ед ва С,, мы будекъ ниЪть: 
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В 
У-Р,) 
.& 
в 


(1) 


въ первомъ случа, и 


Уюкс в) 


® бе" 


во второмъ. Изъ (7) имфемь по правилу для произведеня двухъ функц; 
2 Ри 
Уюа-Р)  Ую-Р,) 

@) Ди, == С, Де * Не * АС,; 

но ио понятю о разноети; 


{ В = 2 
Унй-Р) Уюа-Р) Уюва-Р) 
а а а — 


Де =е — 
| = 
1921—Р, 
(10) } —. ов ( но |. 
УР.) 
—=— Ре * , 
[ибо 
"8-0 1=1—Р,—1 р 
слфдоватезьно 
“ < 
УвИ-Р) м 1-2) 
ви Ди, =-— С.Ре* Че" да; 


внося это въ уравнене (1), равно кажь и изъ (7) выражее н,, мы по- 
лучимъ по сокращени: 
ал 
УР.) 
ДО * =6., 


откуда найценъ 


ро 
— Ув-Р) 
(12) р 


.-У 0. +с; 


зноея это въ (7) получимь: 
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Ува-в,) . ив 
р $0.. * +3}, из) 


и, ==е 


соглаено съ (12) $ 148. 
Точно также изъ (8) имбемь; 


зы 
(Е, Ув) 
ирыте ные * = (с. + де * ; 
влося это во (2), получимы: 
ал . 
УвС-в) Ув) 
(+4) в ЕС" =9.; 4 
но 
в, — 08-Е, ‚ 
посему 
; к 
Ув) Улюв-в) 
В," =—е* ; 


волёдетые этого уравнеше (14) по сокращеши примхеть такой видъ: 


= 
Ули —-АЛ (15) 
ДС * =0., 
откуда пайдемь 
= 
„ УВ.) 
у 9 * с; (16) 
я 


вноея это въ (8), будень имфты 


Е ва 
Уюк-вА, —Ую- В | 
И 


что тождественно съ (10) $ 149. 
151. Цояснимъ изложенное примфромъ. Пусть дапо уразцене: 


— 394 — 
ке. 
; 


[6 идааи, 


уравнене безь нослЪднято члена будетъ: 


(2) 
елфдовалельно 
или 
Ао, = 1054; 
отсюда 
юз, == 10-2-1080 == 10500; 
слёдовательно 
(3) «,=0Са’. 
Пуеть 
Е и, би: 


эзетавляя въ (1), мы получим: 
(5) даа", 


откуда найдемъ 


(в) 


У ао, 
т 


и потому будеть 


_ = = в 
(1) = Слет [: Е =] 
а 
Входящее сюда суммироване можеть быть выполнено по частямъ, 
{см. $ 107), что мы нредоставляемь читателю сдЪлать самому. 
152. Пусть еще дано такое уравнение: 


(1) „и-и, = — (20. 
Уравнеше безъ послфдняго члена будеть: 
@) име, 0; 


отеюда 


слЪдовалельно 

А/озв, = 108 (—1); 
суммируя это, получимь 

100, = 2108(—1) 1050", 
и переходя сть зогариема къ числу’ 
ш,=0-—1". (3) 
Положимъ телерь 

и, = 0,(—1)*°; (4) 

тогд® будетъ 


о 


; (5) 
= ео де, (0; 
внося отеюда и изъ (4) въ данное урапнеще (1), будемъ имфть: 
САРУИ-НАО, (АН бп’ @--; 
и по сокращени . 
26, (-1Н-= фе; 
отсюда 
Ао Фен», 
или паконець 
<8) 
[ибо 
Изь (6), сумнирул, получимъ: 
в.-Уссео-с. (7 


Суммируя по частямъ, будемъь имЪть: 


енено-не = 


= т Мо; 


знося это въ (7) буденъ нить: 


®) СЕТ Нее С, 


я вставляя это въ (4), получимъ: 


©) —ое-ь-роах, 


тавЪъ какъ 


еси = 0% 
при х пфяломт. 
153. Пусть дано еще такое уравнеше; 
<) {&— Ан, — 9,2; 


дфля на х—1, дадимъ ему нормальный вндъ: 


2 


(3) Дн, — он, = 
— 


(+1 


1 


Бу юке-+-5 8—1): {4 


У а)-У[ео-ине-о = 


= юз --1) —ю@а — -- 
+ 105 2) — юз) Е 

Е юа-- 3) — юда РП 
това -- 4) — юа-- 2) 


еее... + 
103 —П—08@#—Э + 
Ню — 0 (#— 2) = 


лова -- юз — 1) — юде — юз (а -— = 
= вже — 0 юр а«— 1, 


Но 10са(а — 1) есть постоянное количество, которое можемь отбросить, 


х —2 
чакь хавь намъ достаточно имфть частное значене Хы. 22); 
тогда будемь инт: 
< —2 . 
Ув рр) =№вже в; Го. 
а 5 
— Ув т) ео @) 
=— 1); {1) 


1 
ВЫ (3 
а ) 
вставляя эти значеня въ (3), получим; 


(3) 


но по формул (3) 8 97: 


8 (&—1 и _ 
Уи - 2Уе— о ве 


ое т. 
| =—@—п ев 


(10) 


потому (9) окончательно приметь такой видъ: 

(10) и, = Сие) 1. 
154. Найдемь и, изь уравневя 

1) ме ие", 


Уравнен!е безь поелфдияго члена будеть: 


(<) ие м, = 0: 
отеюда 
2=-1. 
слбдовательно 
ДЮзв, — 2—1, 

и потому 

в», =У = зу У = 

ие х-Еюз0- 1 —05--1050, 
слёховательно 
{3) в. = 04°"; 
положив 
<) =“, 
будемь иуть 
(5} а = (©. час НО, 


вяоел изъ (4) и {5) въ (1), буденъ имфты 
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(с. = дс) ее -ва+ь Гы ® 


или, такъ какъ {2 -- 1) — 2-1] = (@--1— 1—1 


до"; @) 
или 
46, (8) 
суимируя, кайдень 
= ее: в) 
внося въ (4), получинъ: 
ме" ое, (10) 
или, нолагая С:е==с, окончательно: 
ии ы-о. ай 


155. Переходимъ теперь къ теори линейныхь уравнешй въ конеч- 
ныхь разноетяхь высшаго порядка. ОбуЦй видъ ихъ въ первой фориь 


такой: 
КАНЕ" РЕ,” би, К, Ди Кии=О,, (1) 


тд Е, Е, К,...К а, Е, и @, сть аибо функщи одного 2, либо 
постоянныя; въ послфянемь случаВ уравнеше называется линейнымъ 
уравненем» въ конечныхъ разностях® съ постоянными коэффищентами; 
если 9=0, то будемь инфть уравнене безь посльднязю члена. Во вто- 


рой форм общ видъ его будеть 


кат ити ЗНЬ, ани ЕТьм,6,, (2) 


ТАЗ Г, Г. Гл. .Т, и 9, суть тоже или функ и х. яли постояниыи. 
Если въ (1) 9,: Е, == вост., то перенфияя м, на ‹,-|-(0: Е,), ны по- 
дучимь уравнене для ©, съ т$ыи же коэффищентами, но безь послЪд- 
няго члена, кзкь въ томъ нетрудно убфдиться. Мы увидимт, что рифя 
находить интегралы линейныхь травнешй безъ лослфдвяго члена, мож- 
во всегда найта и интеграль полнаго уравиеня, т. е. съ поетЬднимъ 
членомъ. Точно также зная одно частное рышене уравневя (1) или (2), 
мы сведемъ отыскаше полнато интеграла *) уравневмя съ послёдиимъ 


я) т.е. завлючьющато и произвольных» востояввыхт, 


Титомандрищий, Куреь теор конечи. разностей, р 
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членом къ отысканно полнато интеграла уравнешя съ тёми же коэф- 
: а @ 
фишезтами, но безь послёдняго члена. ДФйствительно, если ры есть р%- 


щен уравнешя (1) [или (2)], то полагая 
{3} иные, 


и— их = 


и вставляя въ данное уравнене [(1)1, мы будемъ имфть: 


К А”е НЕ, +.. НК, Дак, , 
ибо 
НЕ, Ам. ЕК, Аи--К =. , 


по предположению, [Тоже имфеть мёето и для другой формы.] Отсюда 
слёдуеть, что мы должкы прежде заняться уравневями безь посл8д- 
яго члена. , 

156- Пусть дано уравнене безъ послёяияго члена въ первой форм%: 


0) Ки, НЕ, "Л... НК, Аи Кум. 0; 


относительно его имфютея едфдуюния предложена; 

Т. Если положеше и, ==, ему удовлетворяеть, то ему удовлетворить 
И и, = 06,. ДЬйствительно, вставляя это послфднее значеше и, въ (1), 
будекъ имЪть, таБъ какъ 


А", == СА", , 
такой результать: 
ОДК," №... Ку) 


зпозедественно, ибо множитель въ скобкахь () по предложеню тожде- 
ственно —=0. 


5 


П. Если фунащи 00, %9,... и” удовлетворяють уравнению (1), будучи 


зодетавлены въ него вмфсто, и, то ему удовлетворить и функщя 


+=" 


® иво. ом У, 19. 


ДБйствитедьно, 
+=" 


® ду сл; 
У . 


и — 


а нотому резудьтать вотавки этой функщи вмфето и, въ (1} будеть: 


Усилие, м". ке 


тождественно, ибо множитель важдаго С, въ лёвой части по предпо- 
ложеншю тождественно равенъ нулю. 

Ш. Если в частныхь иптеграловъ уравнении (1), имено: 0, 50, . и 
суть линейно независимы, т. е. таковы, что между ними нЪтЪ соозно- 
лени вида: 


«)} 


Ар. А 


то тогда они соетавять полную систему частныть интероловь даннато 
уравненя (1), и выранене 


= Ч то 
и => Сл. (5) 


будеть холнымь интараломь даннато уравненя, ибо будеть содержать 
п произвольныхь постоянных» С,, С,,...б,. 

Гу. Вся другой иятеграль и”"? выразится чрезь ивтегралы под- 
ной системы по формул (5). ДЬйствительно, полагая 


{6) 


мы будемь имфть ля опредфлен!я значеня произвольныхь постолиныхь 
такую систему н уравнений: 


1) 


а \ "1, 
А* о) ВА", 
= 


опредёлитель которой: 


й Е „9 
ро 0... 99 


(8} 


дд" ь. . „д 


не =0, [мбо иваче моду $ иябло бы жфото соотношение вида (1) 


а въ тацомъ случа изъ уравненй (1) для С,. (,...0, получалея ко- 


нечныя и опредфденныя звачеши, вообще отяичныя отъ нуля, покрай- 
кей ифрф нфкоторыя изъ них. 

157. Чоже предложеше можно доказать и въ томь случаф, когда 
уравнене зъ конечныхь разностяхь я-го порядка дано во второй 
форм, имевно: 


ра Рид -Е Ронни Р.Р Рама Тм, 
Пусть и, = и, ему удовлетворяеть; тогда и и,= Си, будеть ему удо- 
влетворять. ДЪйетвительно 
ии — бо ь В 


вставляя, волузинъ такой результать: 
с Виа Е, я +. нь», = 


зпождестнаенно, ибо выражен въ скоблахъ { } тождественно равно нулю, 
такъ какъ и, по предположению удовлетворнеть уравневю (1). — Далфе, 


если $0, 9..5” суть частныя рышеня уравненйя (1), то и фуввщя 


= 


2) =, У 69 


= 


будетъ его рёшенемъ; дйствительно 


(3) 


вставляя это для ‚2, 3...п въ (1) и располагая по (,, получимъ: 


в У рьний арм о 
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тождественно, ибо мвожитель при важдомъ С, тождественно равенъ ну- 


лю, такъ канъ 20 по предположешю уловлетворлеть уразнению (1).— Если 


9 


т=и не, линейно независимы, т, е. не связаны уравнешемь вида 


(4) предыдущего 8, то 


Ус 6) 


будеть полнымъ интеграломт, и веяьй иной инчеграль нашего уравне- 
ва 5” КО. выразитея чрезь 5, 59...45” ло формул (5). ДЬйствитель- 


ло, полагая 


и уси, © 


мы буденъ имфть для онредфленя значен! произвольных постоянных» 
такую систему я уравненй: 


еси, 


(т) 


{8) 


ое + 
не равень вулю, ибо иначе между 5%, ,...И” ихфло бы ифето со- 


отвошеню вида (4) предыдушаго $; а потому, р%ашая уравненя (7), ны 
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получииъ для (,, С,,...С, знечены конечныя и овшредзленвых, отлич- 
ных вообще отъ нуля, нокрайней мур ифкоторыя. + 

158. Опрелфлители (8) 58 156 и 157 равны между вобою; въ самомъ 
ДЬлВ отъ одной формы линейнаго уравнешя жъ другой переходь д%- 
лветея при помощи формулъ (4) $ 29 и (7) 831, линейныхь отноеви- 
тельно ззементовь каждаго изъ столбцевь нышиуъ онредфлителей; вл%- 
довательно, еели ъЪ одномъ изъ этихъ опредфлителей замфнныь элемен- 
ты ихъ зыражещнии по надлежащей изъ упомлнутыхь формулъ, то по- 
лузчикъ опредфлитель, который приведется кр произведешю другого изъ 
нихъ на опредфлитель, котораго во элементы по одву сторону, главной 
дюгонали будуть = 0, тогда какъ элементы самой датовали будуть == 1, 
и который потому самъ будетъ =1. Это же легко провфрить на самом 
дФЗЪ, именно отъ каждаго изъ нашихь двухъ опредфлителей легко пе- 
рейти къ другому. Въ самохъ д%лВ вычитая изъ каждой строки опре- 
дфлителя (8) предыдущаго $. предшествующую, мы, не измёняя вели- 
чины опредфлителя нашего, дадимь ему такой видь; 


ом 

А д... 
{9) У т 

А ... А, |? 


зызитал здфсь каждую строку, начиная со второй, изъ сдфдующей, мы, 
не измфняя величины опредфлителя, дадимъ такой видъ ему: 


ры . . м” 


А МР... м 


я з@ 3) 
Аль лы А 
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продолжая зто, иы и приденъ въ опредфлителю (8) $ 156. Отъ’ этого 
послёдняго мы придемъ къ опредфлителю (8) $ 157, придавая каАЖЛУЮ 
строчку ке слёдующей, сперва начиная съ первой, потомъ со второй, 
итд 

159. Цоважемъ теперь какимъ образомъ, зная интеграль линейнаго 
уравненя х-го порядка безъ поелёдняго чдена: ” 


а: И: [6 


можно будеть найти, и ирвтох» пря помощи однихь сумнирован в, ните- 
траль полнаго уравнен?н: 


ВД”, + К", К, би, -Р Ки, == ©, . [6] 


Мы видёли, что обийй интеграль уравневх (1) можно такь пред- 


ставить: 
= 


Ус“; ©) 


т 


попробуемъ удовлетворить уравнению (2), принявъ въ этой форнулв С® 
за изкоторыя функщи 2, т, е, другими словами, — принявъ: 


„Уи. 4) 


Здфеь у наеъ в неизвфетныхь функойй; слховательно я — 1 условй 
для ихъ опредфлешя иы ножемъ’ назначить по произволу; остальное же 
будеть вытекать изъ усломя, что выражеше (4) должно быть интегра- 
ломъ уравиевя (2). Взязъ разность оть (4), буденъ имёть 


лу (вела; ©) 
а 


положийь теперь 


Уча, (6) 
а 


ны будемь инфть порвое услове для опредфлевя функвй С®, посл 
чего (5) призедется въ такому: 


ди, У, сд, (7 
а 


— в — 


хЙ 


хакъ и въ случа® постоянныхь С". Беря разность отъ (7), получимъ: 


вв 


(^^ А, 54}; 


= 


® А, 


полагая зд#сь: 


®) $ ли ся 
х р 


ны будем имфть второе услове для опредвленя функции 69, и (8) при- 
ведень къ такому: 


(10) АЗ я усе, о 


ХАБЪ и ВБ случав постоянных 09. Продолжая это, мы дойдемъ до 
равенства: 


Ив ды =у с, 
беря разность, получимь отсюда: 
=. 
[е дттиеу (АА ьа 
у [= 
полагая 
= 
(13) у АА АО = 0 
а 


мы будемъ имЪТЬ п — 1-ое, слфдовательно послёднее услоше, которое 


мы можщемъ назначить по произволу, послз чего (12) приведетсл въ 
такому: 


4) ду ОА", 


= 


вакъ и дла С® поеточиныхь. Теперь беремь разность отв (14) и нолу- 
чаемъ: 
= 
аз) ^и;=у (* ВАЙ %) . 
= 
Ввося изъ (4), (1), (10), (11), 14) и (5) вю @) и иеполатая резуль- 
татв по [о ‚ мы будемь вилы 


— 97 -— 
= 
у кочки НЕ, АКИ 
= _, 6) 
ку, В, , 


& это въ силу того, что р суть интегралы уравнения (1), и потому вы- 
раженя въ скобвахь { } для каждаго (2) въ отяфльности тождественно 
равны нулю, приводится въ такому: ° 


= 
ку, АО 9,, (17) 

= 

что можно и такъ представить: 
= 
ви о ® 

б=-. 18 
У^ 9, Аб, Е, (18) 


Это будеть я-ое условме, которому должны удовнетворять в искомыхь 
фуващи 09. Рышая систему в линейныхь относительно АС. уравне- 
в (6), (9),...(13) к (18), которую мы еше разъь для удобства пи- 
шемъ выфетф: 


(13) 
Ул о, 
— 
Ро о 
иные, 
|= 
мы будемь имфть: 
5, 
А ‚%. (20) 


о 
гд% 


НО ® в) 
Фе к Зе 
0 © {9} 
Аз» ыы Ать 
20) 22 2} 
2 р=| Аз Азис Аа 


А, ео 
Ао. А ЗНА 


и 
0) в {") 
м, 08... 5 
А 0... А 
за 8) 
(22) Ань .-.0... Аз 
Аа, 


т. в. ииноръ, отвёчающий $-ому элементу послфдней строки опредли- 
теля р. Суммируя (20), мы получимь 


сз лено, 


тд% (; произвольная постоянная въ смысл, объясненномъ въ 8 (9). Вно- 
ся это въ (4), будемъ имзть: 


(24) 
или 


(25) 


гв 


{26) 
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есть полный интеграль уравненя (1), т. е, безъ побяйдняго члена. Итавъ 
формула (25) намъ говорить, что полный интеграль нолнаго линейна- 
то уравнешя я-го порядка (2) получится, если къ частвому его инте- 
гралу 

= 

у" 5 у7... 6. . (1) 

= о 

придадимъ полиый ивтеграль уравненя (1) безъ послёднаго чдена. 
Что (27) есть частный интеграль уравнешя (2), то это видно изъ т0- 
то, что онъ получается изв ‘общаго интеграла (25 ‘или 24), полагая 
з65 0,=0. 

160. Съ равною, если еще не съ ббльшею легкостью, этоть способь 
вахожденя интеграла полизго линейнато уравненя по полному инте- 
тралу неполнаго уравненя, принадлежамий Лагранжу и извЪетный подъ 
назвашемъ сйособа измтненя произвольныхь постоянныть принзняетсн 
къ линейному разностному уравнен!ю во зторой форм: зная интеграхь 
уравненя: 


Полные и РНР, аиа 1, =0, (0 
мы найдемъ интеграль и полиаго уравненя 


Помеиь Е маи. РТыаидь Ги, = 9,. (2) 


Полный интеграхь уравиенёя (1) есть; 


= 


„= уси @) 


попробуенъ удовлетворить (2), принимая здфсь т функции, слёдо- 
вательно полагая 


[0 


= 


р ам, +. РО 


= 


о 


полагья здЪеь 


= 


<) Уча ао, 
|= 
мы приведемь (5) къ такому: 
= 
@ чу бь, 
= 


закъ будто С суть постоянных. Перемфняя здФеБ 2 на 2-й, мы по- 
лучииъ: 


Го 


(8) ая 


изи, полагая 


в) 
такое: . 
а члы у бы, 


онять кавъ будто С были бы постоянныя. Продолжая тавъ поступать, им 
приденъ къ такому равенству: 


(1) т Уна 
= 
полагая 
— 
(12) Утьде= о, 
= 
— вто будеть я 1-06 уелове, мы приведемъ (11) въ такому: 
= 
ИЭФ 
и) чье" 
= 


Перенняя зд%сь д на 2 В, мы получимъ: 


— 1 — 


я -У (еле = @9 


= 


Вносн изъ (7), (10), (13) и (14) во (2) и располагая по 0®, мы 
будежь инвть: 


и 
уе [+ Би. + вх + 
= | (15) 


ыы 9. 
= 
ВЪ Силу ТОГО, 9ТО 0 суть рышевшя уравнешя (1), выраженя въ {} при 
каздокь С® въ отдёльности будуть тождественно равны нулю, а пото- 
му уравнен!е (15) (по раздвлени еше на Го) ириведетея къ такому: 


[2 
1 Ад". 18 
нА =р а9 


= 


Рёшая систему уравнений (6), (9)... (12) и (16), которую еще разь 
переписиваемт: * 


учла о, 


Умные, 


= 


ПА (ат) 
Уьдее о, 
Ува, 
{18) 


тд 


о Я ® 
бои бы 
90 9 ® 
Фа би ^^ 

(13) 2=|.......- 
0 .® 5 
Задть брий ^^ "Ва 

р 
©) им 
9... 0°.. 


(20) 


© 5 
, #; 1 бы 


Изь (18) Зревзъ сумиироваше находимъ: 
299 
У ре Е 
тд% 0;  Поетояиный въ смыслв $ 9. Олфдовательно, энося-рто въ (4), бу- 

демъ имфть: 


(21) [6% 


р “о 


У УЕ +. 


= 


(22) с! 


гдв , опредёжяется изъ (3). 


Зафсь полезно замфтить, что 0=ря 00 =0,., вь чень можно 


+) 
убВдиться, вакъ и въ $ 158; далЪ%е Г, == Ко, кавъ не трудно это узидёть, 
переходя оть уравнения (1) предыхущаго 3. въ (1) настоящего; слФдо- 
вательно рёшеше (22) тождественно съ р%ешешемь (25) предыдущахо $, 
кавъ оно и должно быть, ебли 2) этого 8 воть преобразован (2) пре- 
дыдущаго $. 

161. Показав, кавъ по полному интеграл? уравневя безь послфдвя- 
то члена находитея общий интеграль поднаго уравнен1я, переходимъ 
теперь къ спещальному раземотран!ю линейныхь уравневй безь послёде 
няго члена съ постоянными коэффищентами, ся довательно,—если взать 
вторую форму, уравиенЙ вида: 


@) Доме А мдалк НА амца Аня, 
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ТА 4, А1...А, суть постоянныя величины: мы отдаеиъ предлочте- 
в!е`этой фори% линейнаго разноствато уравненя передъ первою; пото- 
му, что въ ней дфло изсафдоваюя идеть проще, Попробуехь удовле- 
творить этому уравненно, положив: 

=. 

$ 


ина (2) 


ТАВ а пока неопредёленлая постоянная. Отеюда имфемт: 


® 
[т==1,2,3...9] 


внося это въ (1) и беря а^, кекъ общ мможитель вебхь членовь, за 
скобки, мы буденъ мифть: 


[в + да" ч-.. оо, (4 
иди, полагая: 
== АА... аа, (5) 
елбдующее: 
9 =0. (6) 


= 
Но в" не==0 для конечныхь значенй х; слёдовательно должно быть 


Ка) =0, (1) 


т.е, искомыл значешя а суть корни этого уравненя. Если во эти 
корни различных, то найдя ихъ,—пусть они будуть 


а, бр... @,` (8) 


мы будемъ имЪть по 8 157 общий интеграхъ уравненя, составивъ вы- 
ражене: 


(9) 


тдф (С, суть произвольныя постоянныя въ смысль $ 9. 
162. Еели же уравнеше (7) предыдущего 8 имфеть равные корни, то 
это выражеше (9) уже не будеть общим» интеграломь, ибо члены, оу- 
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яфчающе равиымъ корнямъ, могуть быть соединены въ один, и соот- 
яфтетвенных пронявольных постолнныя сложатся въ одну, такъ что 0б- 
щее число ихъ будеть лотому менъе чЪмЪъ ». 

Вь этомъ случа недостаютин частныя рФшеня такъ найдутся. Ми 


имфемъ вставляя а’, гдфа совершенно произвольная величина, выфето и, 
въ первую часть уравнешя (1) предыдущато 8, такое тождество: 


ЕТ 


Ам +. 
а 


Ай йо” Ка), 


[на основани (3) и (5) предыдущаго $]; дифференцируя это тождество 
20 а и умножая результать на а, мы получимъ: 


. . 
ди унаиР Е ы о 


=. 
* 


Ян 
Аза" ЧА 
@ 2’ 1 Ад 


@) | д. (Е | 1) ЕАм т 


Роу) 


дЬлвя тоже съ этимь тождествомъ, получимъ: 


= (1) ое па -о-- пада ; 


повторяя это м разъ, придемъ къ такому резузьтату: 


. РОИА В 
| э+*[ = Гы 
Ала (: >) дай (= 1) =... 


У [ ь [= 
(4) НА, НУ 4,2 |; 


в. ы =. 
—(2} Ако тонн он 
+. НА), 
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тдЬ 9(2), 9#)..-Ф„(®) суть пелыя функщи 2. Вели теперь а, быв- 
ее до сихъ поръ кавимь угодно количествомь, сдёлаетея равнымъ 
хакому либо т-кратному коркю уравнешя 


Кд =0, ©) 
то тогда будутт равны нулю и производных до порядка 2—1 включительно; 
Гео, Г) ,.. И", (6) 


и изъ (4) для и=0,1,2,3...т— 1 будеть слфдовать, что 


2 = К } < } ( у" 
д. Е. и] а}, 
ваза 1] ра у] а у , (т) 


будуть частными рьшещями уравненя (1), а слдёдовательно и такая 
комбинация ихъ: 
ы з и 
о 2+2) +...40 2) | ® 
тдЖ С, С, С:...0„ суть произвольтыя постоянныя. 'Гакимъ образомь 
важдому м-кратному ворию будеть отвфчать рёшене сь и произволь- 
ными постоянными, опредфляемое формулою (8). 
168. Можно найти сще друмя частных рёшеня отвчаюнуя -кратиому 
хорню уравнения (5) предыдушаго$. Дифференцируя тождество (1) й разъ 
по в, — вторую часть по формул Лейбница, мы получимъ такое тождество: 


= 1 
ЩЕ 
Аа т 


а) 


"(у 
ен и 


+4)... (ие) “ноч 


+ Ры (@; 


Тизомандрииюй, Вуреь теор вояечн, разностей, 


— 2 — 


помножая 270 на а^, мы изъ этого тождества убфедаемся, что въ случа 
в=т-вратному корню уравнени (5) предыхущаго , уравненю (1) 
тот же $ будуть удовлетворять н рёшешя 


о #-- :) 


тд и=0,1,9,8..-ж— 1, чрежь что восполннетея недостающея 
система витеграловь въ случаВ 2 - кратнато корня уравнемя (5) пре- 
дыдущато $ также хорошо, кажь и съ помошю интегралов (7) иреды- 
душаго 8 Легио видфть, что рАтеня (2) пастоящаго $ суть частные 
виды (8) предыдущаго $. Наобороть (7) предыдущаго $ можно выразить 
линейными фувкщами рышенйй (2) пастоящато $. 

Поиножая каждую изъ фунвий (2) нь С, и сумиируя по м отъ 0 
до ж— 1, будежь имть такое рёшене, заключающее зё произвольных 
мостоячныхь: 


{8) 


164. Если нфкоторые корни уравненя 


а) Ка-о 


будуть комплексные, то найденных по снособу предыдущихь $$ чаетпыя 
рмлешя разностилго уравневшя (1}$ 161 будуть ныть комилекеный вильь, 
а слГдовательно н обный натегриль будеть нуфть такой же видъ; веогла 
однако— когда козририщенты уравнешя дячнато, а смфдовательно и (1} 
настояшаго $ всществснные, можно замфинть ихь вещественными рё- 
ненями, заключающихи тоже число произвольныхь постоянныхъ. ДЪЙ- 
ствителью, если 


{2} да йе, 
то будет и другой корень, сопраженвый съ этим: 
(3) а=«— #1; 

часть общаго интеграла, зависящая отъ нихь, будеть: 


[© Ск -- в" -- Ска 80. 


Яадимь приведенную форму корпямь и и а», положавъ: 


аа == (созф 1); 


тогда 


аз=:а — В == (008ф — 131$); 


отеюда, 


089; — 29 :) ; 


зкося это вт (4), будемъ инЪфть: 


я 2. = * =. 
сейв) 4-6" (от вв) = 


й 


=” (с + с; 95 + ( _ с) т =] ; 


полагая 


а+0.=4; 


мы дадимь этому рЁшенио Такой видъ: 


и’ [до -- В 
р % 


Если положить 


А- 6687, 
в 
ний 
= — Ома 
Р Озта, 


то предыдущее рёшеше такъ предётавитея: 


Су" со (+= 


(т) 


(8) 


(9) 


(10) 


[8 


412) 


что выфето произвольных постоявныхь А н В содержить проилколь- 


ныя востоянныя Сир. 


165. Вели бы в == 


= 2: было бы ж— тратпымъ корнемъ уравие- 


ви (1), то такой же кратности быль бы псопряженный съ нимъ корень 


® 
корней, будеть первоначально имфть такой кидъ: 


=— В; а нотому чаеть общаго иптеграла, завиемщая отъ этихъ 


— 228 — 


а аа 
ое : С „(=\*. 
оф еду Убе Уч: 
& = 
при помощи же (7) иредыдужщаго $ это приведется къ такому: 
р вы р 
у «+ (т) + 
> 
@) т х 
ав 57 у (7) | 
5 
или, полатая; 
&-а=4,; 
= „...т-—1 
@) еб оиев, №08 
къ такому: 
(4) 
Полагая ве ` 
Ау = © воз ; 
5) [= 0,1,9...-1] 
В,=- Сб , 


ны можем» этому выражению дать слдующий видъ: 


о ты) 


= 


И 


это выражен выфото 2т произвольныхь ностоянныхь А, и В, содер- 
нить произнольныя постоянных С ну, зъ томъ же числ Эм. Такихь 
образомъ и въ этомъ случа намъ удаетея представит часть интеграла, за- 


висящую оть кратной сопряжениой пары корней, въ вид® вещественной 
функщи х, содержащей полное число 2 произвольных постоянныхъ. 


166. Пояслимъ изложенвую теоршю линейныхь разностныхь уравнен!й 
зыешаго порядка ифсколькими примзрами. Пусть дано уравнение: 


(1) меб ви, 


— 229 — 
найдемь сперва интеграль уравнен!:я безъ послфдняго члена: 
еб ва, 0. (2) 


Такъ какъ коэффищенты этого уравнен я суть постоянных величины, 
то положимь 
=: (3) 
тогда иолучимь такое уравнеше: 
а? —5а4-6—0, (4) 
решая которое, ивходинъ 
и ==-2; «=; (5) 


слфдозательно обрий интеграль уравневя безъ посл®днято члена (2) 
будеть: 
2, == 002" 093", (8) 


Попытаемся теперь удовлетворить уравнению (1), иринявъ 
це", @ 
отеюда получимь: 
ил б И а 
СН РР Ной "ДОЗ; 


полагая здфсь 


РО АО =0, (8) 
будемь ныть: 

Мы по-НОра", (9) 
а отоюда 

маи, 
или 


аа ООН АСТРА СР. (10) 


Изъ (9) и (10) внося в» (1), будезь имфты 


с БН вы] | дз ВН сз } 


а а; 


— 20 — 


но выражеви въ [ |} то и другое, равны нуль, (накь не трудно по- 
вфрить на самомь дфлЪ,} ибо 2” н 3° суть иитегралы уравнения (2); а 
потому (10) приведетея къ такому: 


(12) РОЛ = 


изъ уравненй (8) и (12) ны и найдемь ЛО и ДО». Полагая въ 
(9 и 2) 


(13) АО =; 


эн 


Аба, 


мы будемъ имфть дли опредфленя отихъ величину такую енотему урав- 
ненй: 


о { 


откуда найдем 


Ея =0; 


5 
24-3, 


а отсюда па оеновани (13) получимъ: 


А-а. "; 


15) 
дО=-- в. 77 
Суымируя, получииъ: 
й = 
] :) О-о: 
(16) - 
| @=- АЕ +=. 


и внося это въ (7), посл иреобразоващи получим: 


а) 8 


о 69° 
187, Пусть дано еще уравнене: 


41) Ча Чиа Ен, =; 


и 
пайдемъ сперва илтеграль уравнен!я безь послднаяго члена: 


(2) Ва - Чиа -Г 40, =0; 


(3) 


(4) 


которое имфегь увукратвый корень в [50 первая часть его =(и—2},] 
сафлдовалельно общ интеграль урманяйя (2) по формужь (8) $ 163 


будеть 


о ‹.) . (5) 


Цонробуемъ теперь удовлетворить уривиевио (1), полагая 


«+ &:) ; {6) 


зогди будеть 


ии == (© О! } ‚ (т) 
когда положныъ 
дОРРЫиА= (8) 
изъ (7) поел этого находииЪ: 
24 аноде) 
(9) 
ви (= эл). 
ФВнося изь (Р) и (9) вы (), полузимь по сокращение 
{^е+ т (10) 
откуда получихь такое уравысше: 
ААС" {11} 
Вычитая уразиене (8) наъ (11, будемь иуТль: 
(12) 


отвуда получинъ: 


— 28 — 


эн 
9 Ф--(Иеочо. 
Изъ (8) получаемъ: 
46 =—@-+ 1040, 


и на основашя (12): 


1 1\: 
(14) лете] } 
еуммируя, получим: 
рен 
[5 &- (1) (ао о: 
вноея изъ (15) и (13) въ (6), будемъ имфть посл вефхь упрощенй: 
(6) ива (а 0)... 
168. Возьменъ еще такое уравнене; 
{п ада, == 6088. 


Уравнене безъ посл®дниго члена будеть: 


2} о. 


полагая въ немъ 


{3) ат1=0, 
откуда найдемъ: 
<) а==уи=1; 


а потому обиый интегралъ ураввемя (2) будеть: 


(5) о, Уч. 


(6) =У- 


л .:. 
= 6085-Е 5 
2 2’ 


гд% 3 = УТ; едЪдовательно 
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‘в лх ‚пе р лх ла 
= (нь) 4 о (ыЕ нь) , (7) 
или, полагая 09-09 = д; (0% — В, 
ваз зи", (8) 


тд дн В, какь и Он 0® произвольныя достояныя. Понробуемъ 
‘теперь удовлетворить уравненю (1), принимая здёеь Ди В за функ 
ци, *. е. полагая въ (1) 


„=, сов В, эр”. (9) 


Перемзняя здесь х на х--1, будемь имфть: 


в Ао) | ви) | 


ЧЕ Е) дл, а), м 
и полагая 
со у Е АВ,= [0 
окончательно: 
и= 4, «(Е +в. Зш (==); ; (12) 
перемфния здёеь х на 2--1, будемъ имфть: 
ие 4,008 (=) + Вт =) | 
ав) дА-- „+ 2я дв, (13) 
Или 
ион — Ааа — Ваш = | 
04) 


лх ‚ ла 
— 05 А4,— 1-5 ДВ.. | 


Вноея изъ (9) и (14) въ (1), будежь имЪть по сокращен: 


= — 


(15) —е ДА, чит АВ, = 0565. 


Изь этого уравневя и (11) и вайдемь АА, и АВ,. Очевидно эти 


уравнец!я можно такъ предетавить: 


(16) 


отсюда получаемъ: 


Ал, =— сот вов; 
07) 
АВ.= — ео 6088, 
иди: 
А Ня (#2. 
18) 
(9 ОИ ‚я 4, =) ]. 
АВ,.= — эт - Ё д— 51 #8 х|; 


или 
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или еще: 


-Е 605 РУ--Оят ы. | 


ЗВыражене въ скобкахь можно тавъь представить: 


. (х 
зв (1 --8 —#) еп) 
А”. -*;: (24) 
‚ул 
(1 + 5 
а потому окончательно будеть: 
воз 8х -— 1] н.а Е 5 
и т. Се о Ноль 5. (25) 


Перемфняя здесь для повфрки х ва #42, будемь имфть: 


— 286 — 


(6) и... — О а-Е 0} 


пр. 
ыы 2с088 р 


хх 
— (1608 — 0.005 
160 2. Ос: 5} 
складывая сь предыдущим, будемъ имёть: 


ет аи воз (Ето (#1) 


Г ть 2038 


505йх, 
(тавь валь 


(28) во (аи Ню [а 1 Есозё а. с08й,) 


что согласно съ даннымь уравнешемь (1). 
189. Примбнижь теоршю линейвихъ разностныхь уравненй къ рёше- 
ню такой задачи: 


Найти общй видъ чиелителей и знаменателей похходящихь дробей 
такой непрермвной хроби: 


(и) Ва. 
а 
нии 
т-- ит, д. до безконечности. 
Первыя подходящя дроби будуть: 
(2) ро РР _2. Р_З. № _5 


о, 1 4 1} 2: б, р ы 


Числители и знаменатель. трехъ посл довательныхь подходящихЪъ дро- 
бей связаны всегда такими уравненями: 


| Риз Ра Рь; 
Ча Фа Фыз 


Аля дроби (1) ве 4, „ны =1; а ПОтону ЭТИ уравнения принимають т8- 
кой видъ: 


Вир Ри РР, 
4 
® | Фила = бы -Е © › 


(3) 


откуда видно, что Р, и ©, суть чаелныя рёшеня разпостнато ураз- 
ен 


6) ища в, 0, 


и потому могугь быть получены изъ общато его ртеня, опредфляи про- 
извольных постоянныя такъ, чтобы эти рёшешя ири в==1, и т==2 
принимали звачен:я (2). Итакъ вамъ нужно найти врежде всего обнйй 


— мт — 


интеграль уразненя (5). Такъ хакь оно безь поелфдияго члена и съ 
цостоянными коэффищентами, то полатаенъ въ (5): 


„а, (6) 
и получаемъ для опредфленя а такое ураввенге: 
9 —в—1=0, (7) 


откуда нахохимъ дза значеня для а: 


Ыб =1ЕУ5, 
>в 2’ 


и в: = 


(8) 


& потому общ интеграль уразненя (5) будеть: 


„родне о 


Чтобы эта формула представляла знаменателей подходящихь дро- 
бей 9, нашей дроби (1), мы должеы опредфлить 0; и С, тавъ, чтобы 
при 2==1, и =2 это выражее обращалось въ единицу, кажь то 
видно изъ (2); это даеть намь таыя два уравнешя: 


90) 


Тажь какъ 


(2/5) 1еЕзУ 5+ ЗУБ, ар 


р 


то послЪднее изъ отихъ двухъ уравневй такъ можеть быть нависано: 


г=о( + Ве: (2) 


зычитая отсюда первое изъ (10), будехь имфть: 


о=@- с, 3) 


откуда 
6=— 4; (14) 


вноея это въ первое изъ (10), получимъ: 


1=65, (5) 


отвуда и изъ (13) найдемь: 


{16) 


Виося это въ (9), получимъь общее выражено для (©), (перемБяяя 
< на 91 тавое именно: 


Или того, чтобы формула (9) представляла Р,. надобно, чтобы при 
д==ТГи х==2 вторая чаеть ея обращалаеь бы въ |, соотвфтетвевно 
вакъ то видно изъ (2); & потому С, и Сь ‘надобно опредфлить 


изъ тавихф уравнений; 


(18) 


здфеь второе ураннеше ха основан!и (11) можеть быть тавъ представ- 
лено: 


99) в +5 +6328 


вычитая отеюда первое изъ (15), получимъ 


(20) =@- 4%, 


1 
которым можно замфнитт, (17). Помножая это равенетво на - 


и внчитан изь (18) (перваго!, получимь: 


, 


откуда 


(21) 


и тогда изъ (20): 


внося эти значена въ (9), будемъ нить (мня д на т) такое выра- 
желе для числителей подходящихь дробей къ дробя (1): 


— 239 -— 


в, = Я 1 чи)" ( 1 57” (3) 


Эта, формула тождественна св знаменауелемъ слвлующей подходящей 
дроби, какъ то видно по сличени ея съ (17); сяфдовательно 


Р,= 0, 


т р" 


{24) 


170. Ак. П. ЛХ. Чебышевь, изъ лекшИ котораго мы заиуствовали этотъ 
ириивръ, фориулу (17} для знамепателей подходящихь дробей дро- 
би (1) предыдущаго $ примфняеть въ рфщенно такото вопроса: не 
бохфе какото числа придетен сдфлать дфлеый для отыскавя общаго 
наибольнаго дфлителя двухъ дачныхь чисеель Ли В? 


А 
Пуеть дробь з разлагается въ тахую пепрерыввую: 


ор {2} 
> т, ® 
очевидно послёдяяя 
5= _4:Р Е 
т. Втр» (3) 


тдБ РБ обпий эаибольший дфлитель чисель Ли В. Если мы сравпимь 


пашу дробь съ дробъю иредндущаго & 


е-. , [3 


. 40, 


то легко замфтииъ, что 


{5) т, 09. ; 
ТВБЪ ЕЗКЬ 

(6) В>Т,, 
то подавно будеть 

1) В> 0, 


или подставляя выЪсто @„ сто выражене изъ (17) предыдущего $ 


НН 


(8) в> р р] 


5 


Отсюда будемъ имфть: 


(9) ВУ5-- ( 


Но 


(10) Уё=2,235...; 

слЪдовательно 

и 

ар (уни (Ниши...) . 


вез стемени числа — 0,617... мевыше яёмъ 
2} (— 0,62) =0,3744 < 0,375; 
#60 нечетныя суть отрицательных, а четныя суть степеви числа мень- 


шато чфыь чиело 0,375, которое есть правильная дробь; & вотому мы 
имфемъ такое неравенство: 


и" 
(13} 0,375 > ( у ) ; 
придавая это неравенство къ (9), получимь по сокращени: 


04) ВИ5-- 0,375 (+9 ". 


Взявъ логариемь по основан! ю 10, получинъ: 


— 241 — 


доз 15 <9(ВУ5--0,375), 


или. 


1081.19); (16) 


тольво уеллимъ, и будемъ имфть тогда такое: 


№Ю=(И5-119) . 


У (17) 
ю5| -— 
5 } 
-—0,2089879 > 0,2; | 
(18} 


1ю5(/ 5.119) = 0,4250320; 


цотому поезд члень въ (17) будетъь < 2,125016 «3; вь первомь 


р 1 
же можно заяфнить знаменатель дробью 6,2=5, чрезь что неравеи- 


етво только усилится; сл$лонательно получимь: 
т < 5188-83. (19) 


Тавь закъ од? пе можеть быть болфе числа цыфрь въ В, то отеюда 
елфдуеть, что т ие боле упеличеннаго на три единицы унятеревнаго 
зисла цыфръ въ В. Такимъ образомъ, если В иуфеть три цыфры, то 
прн отысканк общаго наибольшаго дфлителя придется сдБлать не б0- 
де 13-ти дЪленй. 

171. Предыдуний примфрь показывает, что числехели и зиаменате- 
ли подходящихь дробей суть нитегралы липейныхь разноствыхь урав- 
ненй второго порядка пезь носльзияго члена; легыо показать, что на- 
обароть иптеграль веякаго разноетпаго уралнены второго порядка без, 
ожень въ непрерывную др, Лфл- 


ноелфдняго члена можеть быть р 
а6но, пусть дано уразвеше 


тии 


Ви нда -р бай, 80; [% 


отеюда паходнуь: 


Тихомандриикй, Пурсь георы понеи. разностей, 5 


Ей Ё 
@) он ба 
или, подоживъ для Браткости? 
Т 
(8) — т =; ., 
(8 и Миа Ми 
Отеюда для на и, „, ВАХОДИНЫ 
ок 
5 мам 
(5) м,-- м, ча 
и взявъ обратную: 
м. 1 
(6) ЕН = . 
*. иск Нал 
ы Ч 


Перемфняя здЪеь х на х-РА, получимъ: 


Ч 1 


[9 


перемфнля здфеь х на х--, получимъ: 


(8) р Ир 
ав НА 
о м-ЕХдь 


ит. д. Подставляя затЪнъ кажлый результать въ предыдущей, будемъ 
яыЁть такую непрерывную дробь: 


(9) р М 
м -. 


Пусть напр, дано уравнение (Гасгойх. Тган тп 4°, Ш, р. 222. Райз 1819): 


аи ана} 
отсюда по (9), полагая танъ М, =, и М, = (я -- 1), 


ИИ 


з, ы 


(0 


найдены: 


1} 


Пусть еще дано тахое уравнене (Гар1асе, ТгаНб 4е Месалиаае сеезе, 


*. Гр. 287, Рашз 1680): 
Чан. — (ах -- Пи, ран, 3 =0; 


переифнивъ въ немъ х из х--1, будемъь выфть; 


а Пирь— (29-Е О Пири е-Е Пн, 
«тсвда ыайдемъ: 


„— --О-+0 


евр ной 
елЁдовательно 
= Ме. = 
ат: ми 
а потому будеть: 
Жен _  ЧеРЬ_ 
и 6% 
со оно Ех 
2-3. 
за НИЕ 


(13) 


0; (14) 


(18) 


{16) 


2+. 


@) 


— 24 — 


Даплась находить другое разложенте, вводя вифето и, новую функцгю +, 
полагая 


Ча _ 90. 
9 СИ 
+, 
разлфливь (18) па и, И ВНОСИ ВЪ него вивото — и 2 ихъ вы- 
“ ен 
ражени изъ (18), мы будемь имфть 
Пфеы _ зе _ Че) 
чето че РНР 
й 149 
ь а , обфих й Ри : 
вам, отимая от Обихь частей 1 СТ, 
Е: 42-2) 
аеНИ = аеасРО-Еодь › 
или 
ба На Неа) 
еро Иоан Лео 
откуда 
(19) 


ПеремВняя заеь х на 2-1, х на х-- 2 ит. д. и нолетавлия каж- 
дый полученлый результать въ предшествующий, будемь имфль такую 
непрерывную дробь лая а... : 


20 


лноел это въ (18), получим 


(21) 


172. Послёдюя два уразнешя были 2-го порядка линейныя съ пе- 
ремфиными коэффищентами. Относительно такихъ уравненй общаго из- 
ВЪетНо ТОлько т0, 410 ихЪ полный интеграль можеть быть найденъ, 
коль скоро извфстень частный интеграяь соотьфтетяеннаго уразнещя 
безь поелЪдияго члена. Пусть дано уравнене 2-го порядка; 


ии РРидь-- ФВ, а) 


тд Р., О, и В, данныя фунющи 2; пусть ®, есть интеграль урззв- 
нен{я: 


Фиги Фр =0, @ 
получаемаго изъ (1} отбрасывая послёдий членъ; подожииъ 
ие, {3) 


и внесемь это въ (1), Иифя эъ виду, что 


вины, 
Вы, 


мы получим», располагая по разноетямъ &,: 


Ри ыАеы- Раиг бе нВ,, (4) 
& это по (2} приводится въ такому: 
(аи РР В, 6) 
или, имя вЪ виду, что 
ДАО, 


вЪ такому: 


— 246 — 


(6) паи Рид, 


или, драя на 9; 


РА 
®) Авь+ (. ча) ль 


Фрол 


Е, 


$ 
ал 


Но изь (2) имфемь: 


Ра : 


Фен а 
вноея это въ послБдвее будемь иуфть’ 
$, 


8 Аи, — Дь=- ; 
®) ен © $ ^ ал 


ы 


это же есть линейное уравнене перваго порядка относительно ДЕ, , 
интеграль котораго найдется по (12) $ 149, перемфпяя тамъ Е, на 


* В, 
— 9, и ©, ша —., ибудеть: 
Янь о, 
В =, у [ Е, . 
ое 
“ то — 


суммируя, найдемт: 


и 


= 
Я бы Ш ©, - РИ ) 


з 


—обиий интеграль ураннения (1), ибо это выраженще заключаеть дв про 
извольныхя поетояаныя. 


173. Для примбрь возьмемъ уравнене: 


а) маи @ — Пи, за; 
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уравнению безт послфднято члена; 
ое -- (и — 1, =0, (2) 


очевидно удовлетворнеть 


(3) 


или вообще какой либо постоянной; предноложеше и,==1 обитиости не 
уменьшаеть, ибо вели +, =ЖК, то это К въ одномъ злен% формулы (11) 


предыдущато $ сократитсл, въ другихъ сольется еь С. Въ такомъ 
случа эта формула для вашего уразнешя хасть такой интеграль: 


“„- УП эр ео. [е 
зб 


Полагая в==9, будешь имфть: 


ул Чо, 6) 


(ибо 


Те-—1==1.8.3... (2 э=]е 1), 


га 


Да) = 1.2.8.. #-—1) е- 5 
- 


174. Вообще, если извфетно зв чаетныхь рёшенй линейнаго уравне- 
я я-то поряда: 


О УЕ О о ВЫ (1) 
то можно поБизить на 2 единиць порздовь полнаго уравненя 
Е дима О,. ©) 


мы или Тиль 
Пусть 

о < 

суть частныя рфшеня уравиеня (1); возьмемъ сперза одно изъ нихъ. 

напр. #; тогда и (5 будеть ему удовлетворять: попробуемь удо- 


влетворить уравнентю (2), полагая 
в, = СЮ, (4) 
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разематривая слФдовательно С уже какь функцию, и посмотримь отъ 
чего зависить опредфлене этой функции, Изъ (4), мфняя х ва «-Нл, 
&--2),...-- ий, иолучииы: 


ира ОТО НАС» 


и +209. р НА. а 


. 


ни 


во рад О9- ео Сие. А"ОВ 


Файт Зы Фант 


внося въ урарненше (2), получимь: 


омеыА" + 


“брений 


лы, ну 
(и—1) у п-2, 
по ыыы) 

еее 
ри 0 

Не оно, ить) АО 
п) у 

| явь иные. 


Но коэффиценть при СТ есть не что иное, какъ первая часть урав- 
неня (1), въ котороз вмфсто ©, внесена удовлетворяющая этому урав- 


ненйо фунещя 5, слфдовательно тождественно равенз нулю. Потому 
полагая 


(7) Ас” 


и обозначая для краткости остальные козффишенты уравневня (6), ко- 
торые суть вее извфсткых функим д, ко порядку чрезъ. 


(3) М, М, М....М, 


9, 


м1 


мы будемъ имфть для опредфлешя этой величины такое уравненю: 


©) НМ, АНА" в. ЕМ, 


0. , 


воторое при помощи формулы (4) $ 29 можеть быть приведено къ 
тавому виду: 


(10) ии Маты. НМ, ие 0, 
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это же уравнее того же вида какь данное, только порядка уже на 
единицу ниешаго; вайди отсюда ю,, потомъ при помощи проетаго еум- 

й а 
мировал найдемь изъ (7) и се. Если теперь иы будемъ знать одинъ 
интеграль сяёдующаго уравкеня безъ послфдняго члена; 
аси Е Абди НМ Р-Н Мы, 


то мы точно также будемъ имфть возможность понизить ча единицу и 
порядокь уравневя (10). Но уравневме (11) получится изъ (1) съ по- 


0, 0) 


моЩИЮ ПОДСТАНОВКИ: 


(2) 


а8) 


(вакъ то слёдуеть изъ (4)); а потому, если уравненю (1) удовлетво- 
ряють значены (3): 


а, 


то уравнеще (11) удовлетворлетея елфдующими  — 1 функщами: 


в 3} 
52): (2). 


й 


(14) 


мы такимъ образомъ дЬйстнительно знаень т— 1 интеграловъ уравне- 
вйя (11), а слёдовательно можемь повизить порядок» уравневя (10) на 
ехикицу, или что тоже понизить норядокъ даннаго уравяенн на доб 
единицы. Нродолжах это, мы придемъ наконець къ уравненю, порядокъ 
котораго будеть на 2 единиць ниже порядка даннаго уравненя. 

175. Если бы мы знали ю интеграловь не уравневя безъ посяфдваго 
члена (1) предъидущаго &, по полнаго уравненх (2) того же $, то въ 
такомъ случаЪ порядокъ этого послфдияго можно было бы понизить 
только на ж— 1 едивицъ. Въ самомъ дЪяЪ, если мы знаемъ хр линейпо- 
везависимыхь интеграловь полнаго уравненя (2),— пусть: 


«о Г. ® „ @) 


Шо И, И, 


то мы будемъ знать только ш—-1 линейно независимыхь иитеграловъ 
пеполнаго уравнены (1}, именно: 


"о; [6 


о в) у 
о; ю-ю я =} 


. ы = 
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р 
дЁйствительно, подетавляя во (2) сперва ибо › потонъ «Зи вычитая 


посяфдиее тождество изъ перваго, мы получимъ новое тождество, лЁвая 
часть котораго будетъ не что иное канъ результать вставки 


8) ии 


выЪсто и, въ первую часть уравнояйл (1), правая нуль. Больше же изъ 
т функц (1) нельзя составить линейно пезависимыхь выраженй этого 
вида, ибо, напримръ, 


@ ый — 5). 


Если чиедо иззфетныхь намъ иптеграловъ уравненя безь послфднаго 
члена: 


р т=в-—1, 


то тогда отыскаше полнато интеграла даннаго уравнен!я сведется на 
интегрироване уравпено перваго порядка и рядъ сухмировашй, и по- 
- тому можеть быть доведено до конца, если же ж«н-1, 10 тогда 
только въ очень немногих случаяхь можно будетъ отыскать полный 
интеграль, ибо линейныя уравнешя порядка выше перваго съ пере- 
мфнныни лоэффищентани интегрируются очень рёдно. 
176. Можно свести на уравнеше съ постоянными коэффищентани 
ураввеве такого вяда: 


Ариит 5 Феи ШГ Ча — ыы 
а} + Ао) ы |... 


|- А, (+) (2—1). . (пб Ти, =0., 


тдЖ 4,:4,...А, вуть постоявныя величины, а $(2) данная функия 
=, тоже и @,; для этого стоитъ только положить и, равнымь произ- 
зедевию такой факторюльной фуввайн на новую функцию 9, : 


(2) в 


тогда будеть: 


(апп). . вое, ; 


инь (я Шей). В 


<) пит п ЗА)... Фо; 


мик Фа) (21). (о ь; 


внося это въ данное уразнеще н дфля обф части на произведение: 
9) = оде&— 1..9), [© 


которое войдеть тогда во веЪ члевы лЪной чвети, мы будемь имфть 
для опредфленя +, уравневе съ постоянными коэффищенхами; 


и Али Аитые ми (5) 
127. Пусть наприм$рь дако уравнене: 
ао Пин Заи а и, ще -- 0-2) [6 
дёля па „(2-- Е), мы приведемъ его въ виду: 
1 1 
ре Зри } др“ +2; (2} 
слВловательно 
ЕТ ] 
= Яр в 
9. ==--2. 
Полагая 
ЕЕ °. 8) 
мы будемъ имёть: 
1 . 
мо ее 8). ее! м 
1 у 
ео. 0” (6) 
внося это въ (2) и помножая вое ча 
{12 -— Ие- 2)... а- а, @) 
зы получимь: 
орг во оное). . (аа. [© 


Соотвфтетвенное уравнеше безь послфдняго члена будеть: 


ре Зина 2, =0, (9} 


и его общАй интеграль булетъ: 


10) и, = с -- с"; *) 

потому можемъ положить: 

ао и. 
Церемфняя здЪесь х на х-|-1 будемь кмфть 

{12) а 0 Са", 

если положимь 

аз) АНА НО: 


перемфняя въ (12) х на =-|-1, будемь имфть: 


дат СО 


о НАНА 
внося изъ (11), (12) и (14) вь (8), будемъ имёть: 
15) ДОАО еее. . Цада. 


Вычитая отеюда (13), будемъ имёть: 
А-а. аа 


откуда 


(18) дО=е+-нол.. аа. 2, 
помножая (13} на 2 и вычитая изъ него (15) получниъ 


= ее 1..-@-- 18; 


откуда, 


(17) А9=— сани. . ев. 


Отеюха сухмиртя, находимь: 


*) ибо корни урьшненя 1 — 31--2-=0 суть 
а=1 } 
в=2 


заыы будешь принимать зещостреннымъ. 
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=— Учение. денфа, 


В } (18) 
а 


зноея это въ (11), будемь имть; 


в — Убе-нде-нии . аео 
ы (19) 


р 
| "У ое, . да-да; 


я 


внося это въ (4} будемь имЬть и и, 

Входания сюда стмуировашя ке могутъ быть выполнены въ конеч- 
нохъ вихф, ибо число множителей въ фэвторэлихь, лодлежащихь сум- 
мированию, зависить оть с. 

178. Воть другой примфрь (изъ книги Буля стр. 233), въ которомь 
зычиелеще удается довести до конца: 


иде и--аПеи=а-Н), (1) 
тд 
Це = 1.3. [6 
полагая 
и, == 2), @) 
будемь имфты 
и Па Пе; | 
А] @ 


вноея ото въ (1) и замфчан, что вообще 
вд»-=Ре--у. 5) 


такое уразпенет 


мы получимь послЪ сокращеня на Г 


им 


что хожво и тавъ представить: 


Ах, {7} 
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откуда нослф двукратнаго суммировавя находимъ: 


«8 


1.2.3 


в) 
(8) ., +4 +; 


внося это въ (3), будемъ имёть: 
8 


ие +=). 


1.2,8 


{8) 


179. Если лана сиетема и уравнен!й, содержащихь жи фунёвй и ихъ 
разности различныхь порядковь, то всегда можно, ввохя нозыл функ- 
ди, преобразовать ее въ друтую которая, будеть содержать разности 
этихъ фунцЙ только перваго порядка: для этого стоить только веф раз- 
ности за. исключешемъ послдней, т. е. наизысшаго порядка, каждой 
нзъ функщй означить 060б0ю буквою. Тавъ сели имфемъ одно уравне- 
не, содержашее функцию и, и ел разности до порядка  вялючитель- 
но, то полагаемъ: 


Гео =, 00; ПАРНЫЙ, 
тогда будеть: 

Фо Аа ао Ад 
и уравнене: 

<) ен, Аи, Аи... АИЛи,, д 
преобразуется въ такое: 

{4) Чем... 


которое будеть содержать #—1 новыхъ функц, опредфллемыхъ 
уравнещими (2) и разность перваго порядка одной послфдней функ- 
ци 0“. Сабдовательно, вводя новыя фувкщи при похощи уравнененй 
{2), мы приведи уравнев!е (3) порядка # къ систем Ё уравневй лер- 
ваго порядка (2) в (4). Также поступаютъ и въелуча$ большаго числа 
уравпенйй еъ большимъ числомъ фуньшй. На основавЁи этого замфчаня 
мы можень ограничитьсн разсмотрё\емъ лишь такихъ системъ совокуи- 
ныхъ разностныхь уравнен\, которыл содержать лишь разности пер- 
ваго порялка искомыхъ фунвцй. Даннан система уравневй будеть ли- 
нейною, когда пакъ функции, такъ и ихъ разности будуть входить въ 
уравнейм въ первой степени. Рёшая такую систему по развоетлиъ, 
можно всегда дать ей такой вид: 
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в КО 41.2), {3 Ним) би) 
и В 
[=1,2,3,..9] ` 


Ди = 


() 


или, короче написав: 


у. 
= {2 


[=1,2,3,...2 
Если пожелаемь ныфето разностей ввести значеня функц для сл#- 
хующаго значешя 2 (т. е. дли х--#), то стоить тольБо къ уравнению 
(1) придать въ обфимь чаетямъ но =, тогда получинъ уравненме та- 
ого виде: 


$ (1 в.1} {1 На, $ Дт) (т) 
НА. оч. наи”, (8) 


или, короче: 


Я ий © ©. 
иен 4, 
иь я < (4) 
П=1,2,3,..-#] 


ТАБ вс коэффищенты будуть тЬже, вакъ и во (2), за исключещенъ ко- 
эффищента при о, который увеличится на единилу. 

180. Можно, наобороть, систему уравпенёй съ ли неизвЪетнымя фуяк- 
щями привести къ одному уравпенйо съ одною неизвфстною функщей 
и ел разноегями до порядке 5; иы иокзжень, какъ это дфлается на 
хинейныхь уравненяхь предыдущаго $, причемь увидимь, что полу- 
ченное въ тавомъ елучаЪ уравнеше съ одной неизвёстною фувкцей 
будеть тоже линейное. Беря разноеть отъ (2) предыдущато 8, мы шо- 
лучимь такой результатъ: 


лю х ЕО 69 ли. 
а -- Удар «|. @) 
1 
подставляя сюда вифето разноетей функ Ди’ их выражена чрезь 
фуньши изъ уравнений (2) пред. $, бухемь имфть уравнеше такого вида: 


Арии: о 
ы 


: Г 
беря разность отъ этого уравнешя и исключая разности Дн, при по- 
хощи уравнешй (2) пред. $, получинъ уравнеше такого вида: 


ды ь а 9 
8) , ий ее 
продолжая это, придемъ наконець къ уравнению такого вида“ 


(4) "и +=) м У 


исвлючая теперь изъ т уравненй, именно (2} предыдущаго $, (1), (2), 
(3).. -(4) настоящаго ж— 1 функ: 


й ов в ы 
©) о, и. а, НА... и, 


ый 


получимь одпо уравненше съ одной фуакщей и’ и ея разностями до 


порядка м, притомь въ первыхъ степеняхь, елфдовательно линейное. 
Найдя о ‚ удовлетворяющее этому уравнению, прощя функц най- 
демь алтебраическимь нутенъ, рутая по нимъ ж —1 изъ перечислен- 
ныхь сейчас уравненй, 

181. Еъ тому же результату придемъ еще скорфе, беря вторую фор- 
му системы разностныхь уразненй, (4) $ 179; перемвняя х на 2-- № 
вЬ этомъ уравнени: 


а) 


зы получихь по исключени р изь результата ири помощи уравпе- 


и! (4) $ 179 уравнев тажого вида: 


@) вату ви"; 


ре 


лоетупая также еъ этимъ уравнешемъ, получимь уразнеше такого вида: 


(3) ра =0-- у чу, 6 


х продолжая 270, дойдемъ наконець до уравнешя вида: 


оу 


. 
@) © 


исключая изъ в уравненй (1) — (4) в—1 фувкый (5) предыдущаго 


$, мы придемь въ уразненйю первой степени относительно и® и ея т 
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ИВ 9 
слфдующихь зваченй до и т ввлючительно, слёдовалельно въ ли- 


нейному уравневю э4-го порядка, св одной функщей р . Найдя ее из 
этого уравненя, профя найдемъ алгебраическииь путемь, рёшая 
т— Т изь уравненй (1} и (4) по этимъ функщямь, 

182. Пусть для перваго приифра дана система уравненЁй: 


(1) 


Чи — Ро, ==0, | 


тн — 29, 


; 


перемфняя въ первомъ х на #--1 и исключая и, 41 Бри помощи вто- 
рого, будемъ имёть уравкене 2-го порядка: 


ча Фев Пи, = 0; {2) 


отсюда по 8 176 дВля на 1.2.3...(2 — 1-1), получимъ: 


а 2 и, 
озер) “83... @=1=°, 8) 
иля, полагая 
Геи" ® 
такое: 
маи, =0; (5) 
интеграль его по $ 161 будеть: 
в, — Са*-|- 0(- а)"; (6) 
вноел въ (4), найдемъ оттуда: 
и,=1.2.3...(2— [0-0 а)"|. (1) 


Изъ перваго изъ уравиенй (1) имфемъ: 


и 
а? 


й . 


и внося сюда вифсто и, ут ВТО значене, вычиеленное по формул (7), 


получимь вослЬ легкихь упрощешй: 


8-е. в) 


183, Пусть еще дана система уравневй: 
Таломандриций,, Еуроь теор новети. разностей, т 


— 28 — 


%, 


Чиа а — 8, 
(1) | 
и ыы 


— 25, 
оба уравненя 2-го порядка; полагая 
(2) Ча, а, 
мы легко дадииь имъ такой виды: 

ив" — ЗЕ 8и,, 


и такимъ образомъ будежъь имфтЬ систему четырехъ уразпенй (2) и 
(3) съ четырьмя нензвфетными функшямн: 


(4) и; в; 


такого вида, к» каБому по $ 179 и слфдовало привести нашу систему 
уравнев!й. Пережфняя въ первомъ изь (2) х на #--1 и вставляя зм$- 
ето 64а его значеше изъ (3), мы будемъ имфть такое уравненуе: 


{5) — 2 -8а,; 


перемфняя здфеь д на х--1, нолузимъ; 


(3) 


ата" Виа; 
вставляя сюда выфсто & „+1 то значеню изъ второго (3), мы будемь 
нифть еще такое уравнене: 
(6) па” 2—2, Фо ви, 1; 
такь какъ вамъ нужно исключить три фувкщи е,, %,, &, то трехъ 
уразненй (2), (5) и (6) еще недостаточно; потому мфияемъ въ (6) х 
на 2--1; получим: 


„+2. 


ая" Ч Виа 


вставляя сюда вифото И, НхЪ зваченя изъ уравнений (2) к (3), 
поел приведенёя подобныхъ членовь мы будемъ имфть тавое уравнене: 


(т) Пава’ Фа т" 1 1би, Ви, 
или 
(8) правые тва" "да", 


линейное 4-го порядка, съ постоянными коэффищентами и посяфднимт 
зленомъ. Это уравнене мы получили по общеиу методу съ ифлью сто 
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поясненя; но оно получается частвыхъ премомъ скорфе. Перем%няя 
въ (1) х на х--1, мы получимь: 


бы а"И; ®) 


эзычитая отсюда второе изъ (1), умноженное из 2, получииь по при- 


медеви подобных членовъ; 
абы, че, аа (10) 


жеремфияя здфсь х на х--Ё и вычитая затфмъ пертое изъ (1), помно- 
женное на 2, получимъ: 


пн Вы абы, а 29" 2", 


что тождественно съ (8). — Интеграхь этого” уравненйя зайдетея по 
3 162 и будеть: 


“, за вНазео"-«о-нсы)С-2". (11) 
@—5 4} ` 
Чтобы найти о,, перемфнимь въ первомъ изЪ уравненй (1) с из 
— 1; тогда получимъ уравнене: 


ма -- 20, — Вы, ао", 
откуда найдемь 
э-Т 


авы, 
и, 


т, (2) 
куда оставетея только подставить выфето +. ; ин, ; ИХЪ значения, вы- 
численных во формул (11), чтобы нифть о, выражениыжъ прямо чрезъ г; 

134. Вь иЪ№которыхь случаяхь систему‘ совокупныхь разностныхь 
уравнешй можно иитегрировать по споеобу, данному д’Азамбертомъ 
для системы сововупныхь дифференщальныхь уравненй. Пусть дана 
жистема совокупныхь разностпыхь уравненй: 


@ У ОЕ @. 
=. ди, НА, ; 
НА РА @) 


момкожая эти уравненя на Л, н суммируя по # отЪ Т до ж, получиыъ: 


ое унию. Ув, ® 
#1 =! #=Е ХЕ 
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полагая 


(3) ме ы = 


= 
мы булемъ имфть отсюда 


#—= . т в 
, 
© с Узеьтиьы Ук Аз 


внося это во (2), будемь имЪть: 


5 ре Ули, =>. 5 доку» 4®. 
= 


Отсюда получится линейное разностное уравнен 1-го порядка для 
ю,, вели удастся множители 4, опредфлить такъ, чтобы было 


(6) д=0. [#=1,2,,...т] 
= ; 
вы 
2 Ай 
в 4 
АЕ = Р,, [#=1,2,3...т] 


тдЪ Р, вообще функщя одного д, въ частпости к постояннан. Урав- 
неня (6) показывають, что 4, суть поетоянпыя въ смысл $ 9; они 
зифстф съ В, должны быть опредфлены изъ уравненёй (7) которыхъ 
веего т, тогда кавъ подлежащихь опредфлешю изъ нихъ величинъ 
т--1; эт0 повазываеть, что одинъ изъ множителей:4, можеть быть 


приравненъ любой постознной, вапримфръ единиц; оетальныя вели- 
чины найдутся изъ уравненй (7} такимъ образомъ. Эти урввнешя 
можно такъ представить: 
1 


У дна, 


[=1,2,3,.. и] 


такъ вавъ они однородны относительно 4,, то долженъ быть == 0 опре- 
дфлитель изъ ихъ коэффищентовъ: 


в 4 
6) де» дев _ 
ы |. 


‘д. "дв 


(8) 
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Это уравнене стенёнй и отяоситёльно Р,, откуда найдем йе зна- 
ченй для Р,; выбравъ одно изъ нихъ и внеся въ (8), изъ любыхь 
1—1 уравценй этой системы мы найдемъ отноеня вофхь 4, кЪ од- 
ному изъ нихъ, который остветел произвольнымъ, Приняв его равнымъ 
единиц, мы удовлетворинъ уразвнев!ю (6); если и проче 4, также бу- 


дуть удовлетворять этимъ уеловамъ (6), то внося ихъ въ (5} будемъ 
имЪть для опредфленя , линейное уравнеше перваго порядка: 


и Ри, 9, (9) 
ТВ = .. 
9,=Ул, 48, а 
у , 


поел поетановки выфото 4, ихъ пайденныхь значенй, Интеграль 
уравненя (10) будеть заключать одну произвольную постоянную. Если 
веВ корни уравнены (9} различны, то поступая точно также ‘съ `наж- 
дыиъ корнемъ этого уравнезя, и внося вельй разъ соотвфтственныя зна- 
зеня 4, я в, въ уравнеше (3), мы будемь имфть систему ›з уравне- 
ий первой степени относительно зв функ р откуда они найдут“ 
ся алгебраическимь путемъ. Эти рёшеяй будуть полными, ибо будуть 
содержать т произвольвыхь постолнныхь, хоторыл войдуть чрезъ ио- 
средство каждого изъ м,. 

Для системы уравнен/й (1) $ 182 будемь имть для Р, такое уравневю. 


0—Р. а р 
=0, 2 
= 0-—Р, 
иди . 
13} 
откуда найдемь 
09 


Уравнения (7) (которыхь (8) суть преобразовашя) будуть для наше- 


(15) 


(16) 


или, принимая 


д =1, (19) 
два. {#8}. 


Уравнене (10) въ нашемъ случаЪ будеть такое: 
{19) Мари, , 
[ибо 9,==0 въ нашемъ случа$], откуха по $ 149 найдемъ; 
и, =0 ®.1.2.3 ..(#—1), 
5) „= (а) #—1 
и,=06(-а)".1.2.3...(#— 1). 


Вноея въ уравнене 
[2] Жив, 
соотвтотвуюнуя значеня Л, Ду и в,, будень ниЪть: 


и, Рав, = О а)*.1.2.3...(в— 1); 


(22) 
и, —а0, = 0.(—а)'.1.2.8...(#—1), 


откуда получимъ: 


но оччаеяу 1.23..е-0, 
63) 


°, оч в +7] 1.2.5. 3, 


результать согласный еъ найденнымь въ $ 182, ибо постовнный мно- 
1 
житель = хожно сврыть въ произвольныхь постеянныхъ. 


Въ случаЪ равныхъ корней ураввени (9) этотъ способъ потребует. 
вадоизиЪнени, но мы на этомъ ве будемъ останавливаться. 

185. Изложенный снособъ всегда примфнимь къ уравнешнмъ съ 
постоянными коэффищентами; по для такихь едва-ли не проще бу- 
деть сяфдующий способъ. Пусть дача система разностныхь уравненв 
съ постоянными коэффишентами: 

= 
® _ 9 . 
мы лм В; 
и) = 
[$=1,2,3,...] 


тдЪ ве А;; и В, суть постоянныя. Перемфняи искомых функци на 


друйя, всегда можно сдёлеть такъ, 410 всЪ В, исчезнуть изь уравче- 
и, хфйствительно, полагая 


< «чи 


мы получниь такую систему уравненй; 
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эн Ули Лья- Ву 9 


[=1,2,3,...] 


опредфлян затВиъ @; изъ уравненй: 


Ущи-ев, =. 


{4 
[#=1,2,3...т] 
ны приведем (3) къ такому виду: 
=. 
й 
(5) 


[#—1,2,3,...0] 
что и требовалоеь доказать. Итавъ остается показать какъ интегри- 
руетел система уравневшй (5). Положниъ 
=. 
й ъ 
ад", @) 
тд а, и 1 пока неопредфленны постоянных; внося это въ (5), можно 


будеть сократить обЪ части на 2, лосяф чего волучится такая еисте- 
на ураввенй: 


ре 


{т) 
[Е=1, 2,3... 
или, перенося а,й изь лЁвой въ правую часть: 
ри = 
у даа Зы У ди. ре 


(#=1,2,3,,..ш] 


Тавъ вкакъ эти уравнены однородны относительно величниъ а,, ту 
опредлитель изъ вхъ коэффищентовъ долженъ быть разенъ нулю: 


АА * Аи 
(9) А ” 4 
А Ада, 


пайдя изь этого уравнешя для д т значенй и подставляя каждое 
изъ нихъ въ (8), им получимъ чи системъ уравнен!й для опредфлезия а,, 
соотвётственио каждому значеню 4, откуда, отбросивъ по одному 
зравненю, какъ слфдетвю остальныхь въ силу (9), мы найдемъ отно- 
шеня жб— 1 величипь а; въ одной изъ нихт, которая останетел про- 
извольною; тавимъь образомь мы получихв жж системъ значенй 
@, ва,.-.9.; 85005 ихъ въ (6), для каждой фувкци получимь 2 заа- 
чешй, каждое съ одною произнольною постоянною; складывая эти 9% 
значеый каждой функщи между собою, получимь систему полныхъ 
рышейй съ и произвольными постоянныхи, одними и тфии же во 
воЪхь функщихт. Что сумны ршенй будуть тоже рышешемь—это 
елфдуеть изъ линейности и однородности уравненй (5), въ чемъ чита 
тель легко можеть убфдиться самь. Если бы не веф корня уравнешя 
(9) были бы различны, то этотъ способъ потребоваль бы видоизифие- 
ия, на чемъ однако мы не будекъ останавливаться, & поясвимъ изло- 
женное приифромъ. 
Пусть дана система уравненйй: 


0) ии, о, 
даб, — 99, 
полагая 
{11) и, та; 
мы получииъ тав1я два уравненён: 
—4 ‘ 
2) { {2 —а- 
5а—2--1==0; 


исключая аи, будемъ имфть уравненше 


2—1 
13) 
©) 5 —2Щ4 
ии 
(14) #—9-=0, 


откуда найдемъ два значеня. для г 
(15) Дн; о = 3. 
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Съ помопйю, напримфрь, перваго изъ уравнешй (12) наАЙденъ: дзя 


д=-З 


и для &=—3 


а, . {16) 
5=— 54; [3 
а остается произвольнымь; потому въ первомъ случав озналинь его 
чрезъ С, во второмъ чрезь (1; тогда полное рьшене системы урав- 
ненуй (10) будеть: 
и, = 0.3 6-3; 
в,= 0.3°—50(—3)". 
186. Интегрирован!е застнаго вида системы сововупныхь разноетныхъ 


уравненй можеть служить къ нахожденю коэффищентовъ при степеняхъ 


: 52 ЭН 
с05ф ЕЪ раздожеши по этимъ степеняиъ фунецй м, и с05тф; мы по- 


кажемъ какь это дфлается для вервой фунещи, Полагая для краткости 
Эф ==, 05ф == у, изъ навфстной формулы тригометри: 


эпииф = Зузит — 0ф — вит — 2), 1) 


давая и эначеня 1,2,3,4,5,..., мы получим: 


ВН == 
зраф — 2(3у) 
зщ = 24? — 1) (2) 


ЗФ == дву? — 49) 
этБф = 2164 — 12/2 1} 


откуда ясно, что вообще должно положить 


3) эщивр == а(Ау"^'-- Абу" 3- те... АН...) 


гдф при и==2р, послдй членъ будеть ДЙу, а при ш==2р--1 
онъ будеть де. Эгу формулу можно короче тажъ предетавить: 

т, 
4) мира у ды", 

= 

т-1 

ТДВ т’ ==р= 5 ‚ вогда из четное, и=р-- 1 = —^ -, Бога оно не- 
четное, Виося это, равно гакъ и получающееся отсюда чрезь перемф- 


ну ва т—Тит— 2, въ (1), будемъ нызть по сокращения на 2; 
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ау 


6) У оу У 48 у 


сравнивая коэффищенты одинаковыхь степеней у въ обфихь частяхь 
равенства, получимъ такую систему уравнев!: 


м1. 
; 


{ = 249, 


ма} 
2) _ БИ ® . 
АЙ, — 49°; 


Г м 2® 4: 
© ] АВА — 4: 


48 — 248, — 4®-, 


2 $ 


еее 


тдё т независимая перемфиная, а 
@) д, 4, Ш. 4Ю,... 


иеизвфетныя функдм этой перем®нной. 
Первое изь нихь интегрируется какъ линейное первого порядна безъ 
послфдняго члена, и но формул (3) 8 151 булеть: 


(8) 49 = 0.2” 


зтобы опредфлить О, положимъ т==2 и сличинъ результать со вто- 
Рымъ изъ равенствъ (2); тогда будемь имфть: 


2=0.92, 
откуда найдемь О= 2 ‚ ивнося это въ (8), будемъ инфть окончательно: 
(9) о ы 


Переифная зд%сь ж ва т--2 и внося затёыъ во иторое изъ (6), 
получимь для опредзленшя фувещи д слфдующее линейное уравнене 
первого порядка: 


(10) аа, 2", 
или, поласая в — 1 =: 
а АНА — 23°, 


Интеграть этого уразиеня получится по формул» (12) $ 149, пола- 
тая ТАМЪ й==1, А, 2, ©. 27 н == 1; мы пояучныь тогда 
го выполнен вофх?’ дЪдерий: . : 


— 967 -— 


№1 9+0}; (2) 


для опредфленя С положинь д==2: изъ второй формулы (2) видно, 
что 48 —0, и потому будемъ имфть такое уравнене: 


оз] #+9}, (13) 


откуда вайдемъ 6= Внося это въ (12) и перенёняя затвыъь х 
на и, буденъ имёть: * 

А 2" т 2). | (4) 

Перенфняя здЪеь т на т— 2 и виося результать въ третье изъ 


уравненёй (6), будемъ имфть для опредфлевя д слфдующее линей- 
ное разноствое уравненю:; 


дам" ®— 9, (5) 
или, полагая я-— 1 =: 
АВ 9 #3). {16) 


Интеграль этого уравнев!я найдется по той же формул (12) $ 149, 
дфлал тще положення вавъ сейчасть, но только принимая 9—2 Че 3); 
будекъ инбть 


4?= г у«— 9+ ; 


но 
= 


№ 3) еее 9, 


2 


ел»довательно 


А 


21 {#—3) 2—4) _ 3 ] 
98. (17) 


Полатан х==8 и принимая во внимане, что по третьежу изъ (2, 
А®==0, мы будем имёть для опредфленя С’ такое уравнене: 


3: 
о—#|- +4, 
вли 
Е 
—3е+60=0; 


на основани этого (17) приведется къ такому: 
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(18) 8—9 ее, 
иди перемфняя на #: 
в оное. 


Перемфняя эдфеь тж на м— 2 ивноел результать въ слфлующее изъ 
{6) уравненю, будемь икфть для опредфленя д® такое уравненю: 
Фодю о (5 — 6) 
{20) АА — 9 РО , 
иди, пережфняя ж— 1 нах: 
= (2 — 4)(#— 5). 


. к% 
ет 4. 1.2 


4 
2—2 


Дьляая въ формулЪ (12) $ 149 при прочихъ прежнихь положеняхь 


— 27—95) 
$4:=—2 ть 


(22) 48. = а 425) -} 
03 ' 


у ` э_ [2—0] 9—9, 
еее" 4-5; 


‚ мы будемь имфть: 


1 


иотому будеть 


Фо 1 6-96-09 _ 45, |: 
(28) 4, =2 | 28 1.2.8 1.2.906 1 <}: 
такъ вавъ по (2) 48 =0, то полагая злфеь 2=4; будем ийфть 
4.5 
та +60=0, 


а основани чего (23) обратитея въ’ такое: 


ют @—Же-@-® 
{24) О 


или, переифняя х на т: 
9-5 9, 
1.2.3 


. Теперь завонъ достаточно ясно обнаружился, чтобы можно быдло по- 
дожить 


(25) = 


С "-1от-ыы (и—я)бия— 1)... 2я--2) 
99 ие 1.3.8... @—0" ; 


дЬйствительно, полагая здфсь и==1,2,3,4, мы будемъ имфть: 


5 (вич). 
1.2 ы 


(9 а"-1. 48 язт— в т— 
т, до "Е, Да 


м-в — 4) — 5—6) 
1.2.3 у 
какъ выше было найдено; остается показать, что формуха (26} эфрна 
будоть и даа ДИТ, разъ-она вфрна для Д. Уравнеше: для А" 
получится, перемфнаяя въ общемь изъ (6) & на и 1; будемь имфть: 


(27. 
ри 7) 
к 


ЛЬ А, (8) 
но перемфняя въ (26) * на т--2, будеиь имбть 
А (у ом-к- —в—2Хия— 8)... (и—2н) 
„СИ 1.2.3...@—П ‚› 09 
или, короче: 
тив * 
дек р-н (т—»— 9)" °. (30) 


х 
Внося это въ (28) и ифвяя и-—1 пах, мы будемь имфть такое 
разностное уравнене: 


[С 


6 
ДВ о розы (ити) . 
п еу и вт) 


Длая при прочихь прежныхъ положешияхь въ (12) $ 149: 


_ мова (2—п— 1)" 
9. =<-12 т , (32) 


мы будемъ инфть: 


д 1)" 5 в Не 1—1 1—9 | 4 (33) 


но 
О С И и 
Ув—-—5 [ | - 4-1", 
т 
сафдовательно по внесен этого въ (33), будеть: 
до не ео, |; 64) 
: = Р] ата" у 


но полагая эдЪсь == я--1 будемъ налфво ямфть нуль, ибо д =0. 


КВЕЪ то ВИДНО изъ (4), ГДЬ я’ доетигаеть линь половины т или 
т 1; первый членъ выраженя въ скобвахь тоже обратится въ нуль. 
и ны будемъ имфть (отбрасывая множитель 2"): 


— 210 — 


2—1)" 
о — + 6; 
(бе 
на основеши этого (34) приметь окончательно такой видь: 


© 


пу (#0 


; 0 
{35) А; я 


или перемфняя х на зи и выписывая фактомэль полностью: 


бы от-вы-1 (и 1)(и—п— 2)... (и— 2) 
во дает 1.3.814. ” 


ч90 получаетея изъ (26), увеличивая и на единицу. Такимь образемъ 
фориула (26) вЁрною оказывается для всякаго я. 


Вве, что мы знаемъ о нелинейныхь разностныхь ураянешяхъ, & тах- 
же объ уравневяхъ съ частными разностяии, и уравнешяхь съ такъ на- 
зываемыми сиЁтанными разноетями, т, о. разностно-дифференщальныхь, 
носить очень частный характерь и далеко еще отъ того, чтобы кред- 
ставлятк тахую полную и стройную творю, как творя линейных 
уравненйй въ хконечвыхъ разноетахъ. Такъ кавъ эти частности могутъ 
интересовать значительно меньший кругь читателей, то нежелан узе- 
личивать объемь книги и эвдерживать вл выходъ язь печати, мы рф- 
шились закончить вашь. куреъ статьею объ интегрировави системь 
линейныхь разностныхь ‘уравнений съ одной независимой перемфнвой. 
Читателянъ, которые не пожелали бы ограничиться сообщаеныхь въ на- 
шенъ курс, мы можемъ указать на Касхойи „Тута Чи са]си! Вегеи- 
Че её ди сафси! 10160тга].° ш 43 Т. ПГ; Фарасе. Тиеоме апау@цие дез 
ргобаНЕёз, тлф изложень методъ производлщихь функц, съ помощю 
котораго выведены почти ве формулы развостнаго мечисленя и рф- 
шено много задачъ; далёе РБащенно-Затарченко „Лекщи разностнаго 
мечислещи“ Шевъ 1876 г. и Воде „А иеайзе оп Ше васшиз оЁ йаНе 
Ч егерсев", ТЬша ей. Говдоп 1880. По интегрированию разностныхь 
уравнен ижфетея составленное по Лакроз, Лвплаву и др. „Равсуж- ^ 
деше объ интегрировани разностныхь уравневй съ двумя перем%н- 
пыхи величинами“ кандидата В. Перевоиуикова. Москва 1848. Въ БниГЬ 
Буля читатель набдеть много литерзтурныхь указан! й, которыя сяфловало 
бы дополнить статьяни поифщенныхи ъъ русскихь математическихь 
издавихь, мномя изъ которыкъ уже дитировалиеь въ натемъ курс. 
Въ книг Буля читатель найдеть также множество примФровъ для 
упражнени, Такъ кавь пе всё изъ натихь читателей могуть достать 
317 ЕНИГУ, 70 мы иозволяемь себф присоединить къ нашему курсу 
яфеколько занметвованныхь оттуда примвровъ для упражненй. 


ПРИМЗРЫ ДЛЯ УПРАЖНЕНИЙ. 


1} Найти развоети перваго порядка функц: 
2 @ [2 = 
Ро в со (2"а). 


И. Разложить производную факторюля по факторюлимт. 
1]. Найти разностных уравненя, которыхъ полные интегралы суть: 


Ди, |, Ан, 
Пы=е-Ре; отв. ч.5 м. ре 
В 
а, 
2) „= 1) з 4: отв. тоть же. 
3) и, -=ед-нга"; оть [т и,=0. 
=, 
4) и, ==са |; отв, (^ Е 
а— 
1—а д" 
ие аб: . 
5} и=е 4} = а) а»: отв. тотъ же 
1У) Проивтегрировать уравненя перваго порядка: 
а". 


Пин ра’и, = а”; отв. м, Срга "94-4 


Три" 
2, 602 —П—асових , 
басов о? 


2) и}: — аи, = созих; отв. в, == Са-- ; 


3) иди и.совах = 6084 С0524. .. 6085 — 3)а; 
отв. и, == {С-|- созега (г 1)а}оова с032а. ..в05(х—1)а. 


21 = 2 1 
Я ы, ="; отв, и, == 06" ое", 


5) р вд0 — мыш(х 10 == в09(х — 1)8 — в0%{3= 16; 


ща б 


2510 зп (. } 
отв. и, = ——. 5 209. 
эи > 


9 ил ам, == (22 1)0°; отв, и, = а Чай -- 0}, 
Те бы фан о; 
&—1, 1 

й @Е я 


У) Проинтегрировать линейных уравненя высшаго порядка: 


отв. и, а 


При Зи Фит 


отв, и, = О" О 


[2 . 

(НИ —4 
очами ааа: сть, и, ОСИ. 
Зимин, а — Де -)-а-1; 

отв. и, ==(0--0')(—1 1 № ба? ри 3+ У 
4) и Эти ии, == ий; 

отв. и, = ан 08 ато 2) оны ато == . 
5) Ды,-- Д*и, = 2-х; 


(#8 
с °®(„- ый в—0е—2). 


8 


отв. и, 
2я1->- 
2 


Баба вы Зина 8); 


отв, ет анонсы 


+ — зв=-- 8. 
7) ина Зи — и, =0; 
отв. и, = (б,-- @жХ— 1} 65". 
Заид, == 0; 
ть. и, = ь -- Се -|- (©, Суда? (©, - бидт я. 


Эм би -Е би, 


отв, в, = в ога. 


10 ды, — 2, =="; 


-+ С + ба-Е бай | бий -- бый + бт. 


11) ада 2и йа, Е сои; 


СЕ сои сое — Ри 
я 2исоват т НХ, 


отв. и, = 


тв Х= бооз РЕ о ат 5. Для верхняго знака, 


я Хх + @(—1у' для важвяго знака. 


12) ини, „Ен, =: 


+ сы + (°. + Сы =, 
ни по О-о-о 1, 


смотря по тому, беремъ ли -- или — въ уравневи. 


УБ Проинтегрировать слфдующия уравнешя съ перенфиными к0эф- 
фищентами: 


2) миа @Ы— Пи, = их; 


Эх , 
отв. м, Ули — 4 + те с’. 
ина Рина; 


отв. и, = Ат (== 4 «| вав (2 2 8) 


2лх 


чо = ++... + ка ( 


предполагая я нечетнымъ. 


Зита и, о); отв. и, = (Е у 
[= 


: с, ы 
Феи о НЕО] 


Тиговандриикй, Курсь теорм ковечв. раавостей, 18 


5) инь Пе, =; 


от. и, (р [6+ Се, 


УП) Проинтентрировать слфдуюния системы уравнен!й: 


‚. е с | ва 1+ и. 
па, це -- 1), 
з | — те; 
и, == ©, + СИ 1 та; 
отв. 
в, == 0; — 0—1 — =. 
9) | м0, и, [маи 
9, = — 6—1. 


Та № 


2 + СШ, ==0; 


4) 
аи, = — 02; 


| 91-—ш— 
отд, и, - $ 


уравневя для и, и ш, получатся отеюда, перемфнивь во второй части: 
д в из -4. 


5 


Ар | Вот | ба” 11 


маи Ви, =, 


Фаина 29, ==9 *; 


ао ое 
отв, и, -=(4-- В)" (О-В и ‚ 


аи: (и елбховательно р,) сразу получатся изь первато уравненя. 


Стри, стрх. 
5 18 
1 1 
18 12 
м 5 
” ” 
„ 7 
16 т 
ь 13 
7 11 
„ 21 
„ » 
19 1 
20 16 
р 3 
23 ри 
„ 18 
р 23 
27 10 
28 24 
31 2 
32 8 
„ 26 
38 19 
35 3 
36 4 
› 18 
39 к 
40 8 
„ э 
. 16 
41 2 


ЗАМЪЧЕННЫЯ ОПЕЧАТКИ. 


2-2 
А 


т 
Ро 
т] 


у") 
(9) 

Фан 
дата", 
разности 
разностей 
Дал = 
Дук 

(ея первый 

©) 

формула (7) 
иены 
с0 второй 
—Ф, 

[6 

Аминь 
Аи — 


6", 


ит 
с 
00) 
@0 


Золжемо быт 
= 

эр 
та” 
{8) 
фузкада 
дает 
д") 
ды-"в 
"На 


т 
и— в) 


(ур—м—1) 

(1) 

Зы 

дата (а* 1), 
‘раавостей 
‘развоети 

Дагая 2 = 
Ач 

{первый 

а) 
формула (7) $ 31 
аи, Аида 
въ первой 

+, 
{9) прех. $, 
Аура 
Ария — 
о 

а 
5) 
{6') 


Стри, стр. 
43 4 
„ 6 
9 17 
30 11 
» » 
, 23 
51 , 
52 н 
58 7 
„ 13 
> 4 
56 18 
59 25 
60 28 
51 18 
63 4 
вт 1 
68 1-10 
В 13 
$9 2 


[^ 19 20 пропущены сандуюция дет строчки: 


70 1 
12 3 
73 н 
75 3 
„ 8 
16 11 
” ы 
т 3 
» 10 
#1 2 
В 2 
2 28 
, 18 


напечатано: 
1 

[о-в 

бен 


т 


{протиеъ формулы поставить 
пропущенный №) 


. 

рыл 

3 

дн"). 

п свладывал, похучимь такой. 
ава 


ры 
ака 


ааа „ри 
= 


должно быть: 
ое 
теме 
[6 

и -1] 
{дз 
2] 


в складывая съ (1), получинь по 
созращени такой редультать: 


и 
НЫ 


аа раа ой" ы 


В =”. 
1 = 

еа--ТТ ПГ 

^ Е 

++ + 

зназенвыь звачениыъ 

перенфной перемфаной 

фавторелямь факторалямь 

Зривезевей Зриагвснеп 

я, м, 


физнентовь формулы (4) 


Хх 
= ‹ 


и, 
д-ра 

позусуыми воь тёхъ зналенйй 
2 


вов растегь, 
122/10", 

24'26*,5 

— 0,01401, 

5.016406 = 5°0*28736°9; 


я 
[ерянить № в5 знаменателиь 9] . 
— 


р.< 
= 


вк 
Дор 
полуеуимы тхъ зваченай 


все растеть или вов убывветь, 
122'10* 4 

24/25", 

— 0,24650. 

013814 = 5°0*19/58", 


изъ (3) прел. $, 


Стрн. втрк. 
33 5 
38 3 
89 16 
91 5 

„ 22 
„ 27 
з 32 
92 


19 

т 

25 

5 
послфдная 


посяёдняя 
6 
18 
16 
20 
27 


запечатано: 
паи: 

{8) пред. $ и 
Е), 

на савдующй, 


Я 

я, (=) 

ай, (ву 
«\#—8,) 


ав) 
2-е, 0) 
-..32, 

врелыдущему 5 

въ (7) 

неравенство (14) 

(0/1) 


т. 


Фолоено быть 

вещ 

а 

И) степени т, 

ла озбдующеЕ съ пвифненнымь 
знаком, 

1,2) 

8,342) 

9, (а 

ат в,) 


и(=—Ъ) 

Фи ее) -выти2(®) 
ва, 

предыдущих $ 

зь (057, 

фашеветоо (6) пред, 8 

ил) 


[равенства (9) замьшить тавими:] 


{1,1 = (0,2) — 801) 
(1,2) = (0,8) — 502) 
(1,3) = 04} —803) 


членомь во 
—=,. 
будемт 


Аи бум Ану 


которыя 
предхамь 
[9 


подь 


Е 
г +0, 


+в 
злевомь 

чу 

будеть 
Вии Чи 
Алу 


воторые 
предёломъ 

{2) 

нахъ 

ть 
ае-вю 
срыв + 
(3) 


ту. 


три. стрк. 
134 5 
40 1 


[6 формузь (3 
144 4 


напечатано: 
м8 : 
а" 


‘оть (2) вю моров 


ь 23 (Зо 
„ , (ла 
анк 
в 4 (— 25 дань 
48 38 "Тажол 
150 15 Функций ((3) предьдущаго $) (4) 
Видно, 
з 20 т) 
258 28 оть А, 0 4, 
5 Зеву #=1 
159 8 ы 
170 12 т 
194 18 $ 181 
119 21 чи 1) 
19 8 тю 
191 15 пзвфогные 
199 з 1ю8-—Р, 
204 1,3,5, 15,17 и 19 ь 
- 3 ", 
„69 ат 
209 19 9=0, 
324 1,15 Дай 
225 ы гео), 
228 3 + и 
. 13 вратвой 
2,8 
235 10 е03( > + 1) 
236 5 = с0вд.083 
228 4 м): 
240 2 (снизу) > 
Е 1.3 


дозжно быть; 
въ $ 22: 
йый 


отъ (9—0 второй 
(-уЗерт 
1 
афыА 
сид, 
азов 
фупищи (3) прехыдущаго $) 
зидво, 
8) 
оть 1 о 4, 
2=1, 
& 
т 
2 
$150 
ар +0 
ш-тю 
авабсеыя 


108 1—Р.) 


Рад=0 "ао, 
+65 
т-вралкой 
= в 
(5+2) 
= 260985.0043 
м) 


> 


В КЕИЕНОНЬ 989 млгАзина 
Д. Н. ПОЛУЕХТОВА 


(Харькоеъ, Мосновекая, 18} 
ЖОЖИО ПОЛУЧАТЬ СЛВДУЮЩЩЯ СОЧИНЕНИЯ то-же ава: 


1) 0 гипергеометрическихь радазъ. С.-Пб, 1876 г.........-- 2 — 
2) Цефег 4аз ОшкейгргоМет 4ег еЙрёзенев Тафертае. Уов М. 
усвоталакиеКу ш Сьахком. 1885. (Отдфльный отхискъ 
изь Маешайзеве Аппаеп Ва. ХХУ). не нньнь + — 2 
3) Обращене эллиптическихь интеграловъ. (Перенодь преды- 
дущей статьи. (Изъ Сообщенй Харьковскаго Математи- 
ческаго Общества.) Харьковъ. 1885... нуеьььнья _2 
4) Отчеть о заняйнхь въ Лейпциг®. (Изъ Сообщенй Харь- 
конскатго Математическаго Общества.) Харьковъ. 1885. — 30- 
5) Обращеше гиперэллинтаческихь яктеграловь. Хорьковъ. 
1885. № 40... еее аку тени ниче жанят $ — 
6) Отдёлене алгебраической части гиперэллиптическихь инте- 
траловъ. (Изъ Сообщенй Харьковекаго Математиче- 
чесваго Общества.) Харьковъ. 1886 ...-.---чеъььень — 4% 
7) Кратый вурсъ Высшей Алгебры. Харьковъ. 1887. (Издане 
` внижнаго матазина Д. Н. Полуехтова) ... 


Вь книжныхь магазинах Стасюжевича и „Новаго Времени“ можно получать: 


Вепомогательныя таблицы для вычислевя пожизненныхь эме- 
ритальныхь неный. оставлены А. Н. Тихомандрицкииъ. 
С.-Петербург, 1875... ее ет анкете енчення ЗР. 


Евигонродавцамь, пробрётающимь нФоколько зчемпляровь, дёлается 
обычная уступа. 


